Laboratoire de Physique Theorique et Hautes Energies 



THESE DE DOCTORAT DE L'UNIVERSITE PARIS VII 

Speciality : PHYSIQUE THEORIQUE 



presentee par 

M. Redamy PEREZ RAMOS 

pour obtenir le grade de 

Docteur de PUniversite Paris VII 



Sujet : 



DISTRIBUTIONS ET CORRELATIONS HADRONIQUES 
EN CHROMODYNAMIQUE QL ANTIQUE 
DANS L APPROXIMATION DES "PETITS X" 



Soutenue le 19 septembre 2006 devant le jury compose de : 

MM. Yuri DOKSHITZER, directeur de these, 

Valery KHOZE, rapporteur, 
Bruno MACHET, 

Giuseppe MARCHESINI, rapporteur, 
Philippe SCHWEMLING, 
& Jean-Bernard ZUBER. 



2 



3 



4 



Table des matieres 



Remerciements [13 

1.1 Remerciements jj 

1.2 Agradecimientos [L5 



I TEXTE DE LA THESE 17 



2 Introduction 

2.0.1 Comparaison avec les travaux precedents 22] 

3 Rayonnement mou en electrodynamique quantique (classique). Extension a la 
chromodynamique quantique 25] 

3.1 Courant d'accompagnement mou d'une particule chargee ; methode quantique 25] 

3.2 Considerations classiques sur le rayonnement ; acceleration instantanee infinie 27] 

3.2.1 Exemple : calcul de HB| 23 

3.2.2 Densite J\f du nombre de photons rayonnes 3^ 

3.3 Acceleration finie : deux cas simples 3j] 

3.3.1 Un premier cas de trajectoire rectiligne : plateau de largeur infinie . 3j] 

3.3.2 Un deuxieme cas de trajectoire rectiligne : plateau de largeur finie . 34] 

3.4 Trajectoire arbitraire 36] 

3.4.1 Courant dans le referentiel ou k ',, = 0, direction arbitraire 38] 

3.5 Section efficace du rayonnement mou 39] 

3.6 Introduction a la coherence 4o] 

3.6.1 Le role de 1' interference ; contrainte sur les angles d'emission ... 4l] 

3.7 Interpretation de la contrainte sur les angles d'emission de photons en mecanique 



quantique relativiste 

3.8 Rayonnement de bremsstrahlung en CDQ 

3.9 Application a 1' identification des canaux possibles dans la production du bo- 



42 
44 



son de Higgs (HI |46 



Approximation Doublement Logarithmique (DLA) |49 

4.1 Amplitudes multi-gluoniques a l'ordre des arbres pour la collision 
e+e - — ► qq + Ng (N = nombre de gluons mous colineaires rayonnes) 

4.1.1 Notations et variables utilisees 

4.1.2 Contrainte energetique 

4.1.3 Choixdejauge 

4.2 Amplitude du processus e+e - — > Q<jgig2 

4.3 Contrainte angulaire pour N = 2 (nombre de gluons rayonnes) 

4.4 Contrainte angulaire a tous les ordres 



50 
5Q 1 
5^ 

| 

3 



5 



4.4. 1 Premiere partie de la demonstration 

4.4.2 Deuxieme partie de la demonstration 

4.5 Section efficace du processus et introduction du facteur de forme de Sudakov 
4.5. 1 Definition de Tangle d'ouverture du jet 

4.6 Methode de la Fonctionnelle Generatrice flU 

4.6. 1 Fonctionnelle Generatrice pour les jets de quarks et de gluons . . . 

4.6.2 L'Equation Maitresse (EM) 

4.7 Spectre inclusif d'une particule p dans un jet 

4.7. 1 Solution de 1' equation (14.7.51) pour ot s constant. Transformee de Mel- 
lin et "Hump-Backed plateau" 

4.7.2 Derivees logarithmiques (utiles pour V article [TT1et [T2)) 

4.8 Distribution doublement differentielle inclusive et distribution angulaire in- 
clusive de la particule detectee 76| 

4.9 Multiplicites des jets et interpretation de la dimension anormale . . . 

4.9.1 Correlateurs des multiplicites 78| 

4.9.2 Multiplicite moyenne des partons 78| 

4.9.3 Solution de l'equation (I4~^4l) pour y + X, A > 1 

4.10 Representation integrate du spectre dans l'espace de Mellin; cas oc s (k±) 
variable 

4.11 Estimation du spectre par la methode du col |fT9l 

4.11.1 Deux limites utiles 

4.11.2 Remarque concernant les articles [TT1et[T2l 

Correlations en energie entre deux gluons mous produits dans un jet initie par 
un gluon ou un quark dans le cadre DLA 

5.1 Solution de l'equation fl5IL4|) 

5.1.1 Solution de l'equation (15.0.41) avec ot s variable 

5.1.2 Ordre de grandeur des corrections (voir aussi le paragraphe 4.2 de fTT]) 

5.2 Approximation de Fong & Webber [1T21 en DLA (voir aussi [7]) 

5.3 Conclusions et motivations 



Approximation Logarithmique Dominante Modifiee (MLLA) 

6.1 Corrections en logarithmes simples (SL) aux cascades DLA 

6.1.1 Estimation de 7(0; s ) 

6.2 Probabilite de disintegration partonique dans le cadre MLLA 

6.3 Equation Maitresse dans le cadre de 1' approximation MLLA 

6.3. 1 Facteurs de forme de Sudakov en MLLA 

6.3.2 Condition initiale et normalisation 

6.4 Lien entre (|6.3.8I) et les equations de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Alterelli 
Parisi (DGLAP) des fonctions de fragmentation partonique 

6.4. 1 Cinematique "DIS", variable de Bjorken 

6.4.2 Equations d' evolution 



101 



102 



102 



Complements des articles 1107 

7.1 Inclusive hadronique distributions inside one jet at high energy colliders at 

"Modified Leading Approximation" of Quantum Chromodynamics [TO] . . . Il07 
7.1.1 Correlation entres deux particules produites dans 1' annihilation e+e 

mm 



llOTJ 

7.1.2 Espace de phase dans d7JL4D \IM 



6 



112 



112 



7. 1 .3 Calcul des termes intervenant dans l'expression du courant de couleur 1 1 oj 

7. 1 .4 Comparaison des predictions avec les resultats preliminaries de CDF 

7.2 Two-particle correlations inside one jet at "Modified Leading Logarithmic 
Approximation" of Quantum Chromodynamics I : Exact solution of the evo- 
lution equations at "small a?", CD] 

7.2.1 Comparaison entre les correlations en DLA et MLLA, appendice F 

7.3 Two-particle correlations inside one jet at "Modified Leading Lo- garithmic 
Approximation" of Quantum Chromodynamics ; II : Steepest descent eva- 
luation of the single inclusive distribution at small x,\Y2^ 

7.3.1 Spectre inclusif d'une particule en MLLA ; methode du col 

7.3.2 Derivees logarithmiques obtenues par la methode du col (utile pour 

la paragraphe 2.4 de fLIj) 1 14| 



1171 



7.4 Verification des equations (14.7.51) et ( 17.3.11) par la solution du col 

7.4.1 Application au cas des correlations entre deux particules . . . ... Hid 

7.4.2 Resultats de la methode du col [lT9| 

7.4.3 Resultats de[T2lpour les correlations. 



112 



112 



8 Conclusions 121 



9 Appendices 1125 

9. 1 Rayonnement en electrodynamique classique et en chromodynamique quan- 



tique 125 

9.1.1 Calcul concernant 15321 125 

9.1.2 Calculs concernant 13 .61 (Angular Ordering) 126 

9.1.3 Production du boson de Higgs 128 

9.2 Complements utiles pour le chapitre|4] 1 1 28 

9.2. 1 Derivees secondes ^-i, £ £ et expression du determinant Det/ . 

en fonction de uj, v 128 

9.2.2 Astuce pour la methode du col H 



II ARTICLES 131 



10 Inclusive hadronic distributions inside one jet at high energy colliders at "Mo 
dined Leading Logarithmic Approximation" of Quantum Chromodynamics 

10.1 INTRODUCTION 

10.2 THE PROCESS UNDER CONSIDERATION 

10.2.1 Notations and variables 

10.2.2 The jet axis 

10.3 DOUBLE DIFFERENTIAL 1 -PARTICLE INCLUSIVE DISTRIBUTION 

d 2 N 



135 



138 



139 



141 



141 



142 



dxi d In © 

d 2 N 

10.4 SOFT APPROXIMATION (SMALL-a^) FOR \U4 

d£x d In k± 

10.4.1 The average color current < C >a 1147 

d 2 N I 1 

10.4.2 at small x 1 : gluon jet 1149 

d£x d In k±_ 

d 2 N r— I 

10.4.3 at small X\ : quark jet 1150 

dt\ d In kj_ 



152 



153 



153 



154 



155 



156 



10.4.4 Comments LULL 

dN I 

10.5 INCLUSIVE k ± DISTRIBUTION \151 

d In k± 

10.5.1 Gluon jet ; £ m i n = 

10.5.2 Quark jet ; £ m in = 

10.5.3 Role of the lower limit of integration £ m i n 

10.5.4 Discussion 

10.6 CONCLUSION 

10.7 EXACT SOLUTION OF THE MLLA EVOLUTION EQUATION FOR THE 
FRAGMENTATION FUNCTIONS ; THE SPECTRUM AND ITS DERIVA- 
TIVES 

10.7. 1 MLLA evolution equation for a gluon jet 

10.7.2 Exact solution of the MLLA evolution equation for particle spectra 

10.7.3 The spectrum 

10.7.4 Derivatives of the spectrum 

10.8 LEADING CONTRIBUTIONS TO Xl F^(x u 0, E, O ) AT SMALL x x 

10.9 CALCULATION OF 8 < C > g and 8 <C > q OF SECTIONEEl . . . 

10.9.1 Explicit expressions for < u >^ and 8 < u >^ defined in (110.4.81) 162 

10.9.2 8< C > q and8< C > g . . . 

10.10ATLEP ANDTEVATRON 

10.10.1 The average color current 

d 2 N 



156 



156 



157 



158 



161 



162 



164 



165 



165 



10.10.2 for a gluon jet LL65 

d£\ d In k 

d 2 N 



10.10.3 for a quark jet 1166 

dl\ d In k± 
dN 



10.10.4 for a gluon jet Li66 

d In k± 
dN 



10.10.5 for a quark jet 1 1 66 

d In k i 



10.10.6 Discussion and predictions for the Tevatron . . . 
10. 11 COMPARING DLA AND MLLA APPROXIMATIONS 

10. 1 1 . 1 The spectrum 

10.1 1.2 Double differential 1-particle inclusive distribution 



10.1 1.3 Inclusive k± distribution \lM 



1671 
1671 
168l 
1681 



11 Two-particle correlations inside one jet at "Modified Leading Logarithmic Ap- 
proximation" of Quantum Chromodynamics ; 
I : Exact solution of the evolution equations at small x 

11.1 INTRODUCTION 

1 1 .2 EVOLUTION EQUATIONS FOR JET GENERATING FUNCTIONALS . 

11.2.1 Inclusive particle energy spectrum 

11.2.2 Two parton correlations 

1 1 .3 SOFT PARTICLE APPROXIMATION 

11.3.1 MLLA spectrum 

11.3.2 MLLA correlation 

1 1 .4 TWO PARTICLE CORRELATION IN A GLUON JET 

11.4.1 Iterative solution 

1 1.4.2 Estimate of magnitude of various contributions 

11.4.3 MLLA reduction of (UJA2i 



169 



182 



183 



185 



187 



189 



189 



192 



194 



194 



195 



196 



8 



1 1 .4.4 C g > in the soft approximation 

11.4.5 The sign of (C g - 1) 

11.5 TWO PARTICLE CORRELATIONS IN A QUARK JET 

11.5.1 Iterative solution 

11.5.2 MLLA reduction of flILJLID 

11.5.3 C q > in the soft approximation 

11.5.4 The sign of (Cq - 1) 

11.6 NUMERICAL RESULTS 

11.6.1 The gluon j et correlator 

1 1 .6.2 The quark jet correlator 

1 1.6.3 The role of corrections ; summary of appendix II 1.121 

11.6.4 Results for LEP-I 

1 1 .6.5 Comparison with the data from LEP-I 

1 1 .6.6 Comparing with the Fong-Webber approximation 

11.6.7 Predictions for Tevatron and LHC 

11.6.8 Asymptotic behavior ofC gorq 

11.7 CONCLUSION 

11.8 DERIVATION OF THE GLUON CORRELATOR C g IN fllLAlD 

11.9 DERIVATION OF THE QUARK CORRELATOR C q IN <\UA3 

11.9.1 Derivation of (111.5.21) 

11.9.2 Expressing A, 5i and 5 2 in terms of gluon-related quantities .... 
1 1 . 10DLA INSPIRED SOLUTION OF THE MLLA EVOLUTION EQUATIONS 

FOR THE INCLUSIVE SPECTRUM 213 

11.11 EXACT SOLUTION OF THE MLLA EVOLUTION EQUATION FOR THE 
INCLUSIVE SPECTRUM 

11.11.1 Limiting Spectrum, A = 

11.11.2 Logarithmic derivatives of the spectrum, A = 

11.11.3 Double derivatives 

11.1 2 NUMERICAL ANALYSIS OF CORRECTIONS 

11.12.1 Gluon jet 

11.12.2 Quark jet 

1 1 . 13 COMPARING DLA AND MLLA CORRELATIONS 



213 



215 



217 



217 



218 



218 



224 



227 



233 



236 



12 Single inclusive distribution and 2-particle correlations inside one jet at "Modi 
fled Leading Logarithmic Approximation" of Quantum Chromodynamics ; 
II : Steepest descent evaluation at small x 

12.1 INTRODUCTION 

12.2 STEEPEST DESCENT EVALUATION OF THE SINGLE INCLUSIVE DIS- 
TRIBUTION l23~6l 

12.2.1 Variables and kinematics 

12.2.2 Evolution equations for particle spectra at MLLA 

12.2.3 Evolution equations ; steepest descent evaluation 

12.2.4 Logarithmic derivatives 

12.3 2-PARTICLE CORRELATIONS INSIDE ONE JET AT A ^ (Q ^ A QCD ) 

12.3.1 Variables and kinematics 

12.3.2 MLLA evolution equations for correlations 

12.3.3 MLLA solution at A / 

12.3.4 Sensitivity of the quark and gluon jets correlators to the value of A . 

12.3.5 Extension of the Fong and Webber expansion ; its limit A = . . . 



9 



12.3.6 Comparison with the exact solution of the evolution equations : A = 249 



12.3.7 Comparison with Fong-Webber and LEP-I data ; how A = is favored 250 



12.4 CONCLUSION 

12.5 DOUBLE DERIVATIVES AND DETERMINANT 

12.5.1 Demonstration of eq. (112.2.191) 

12.5.2 DetA (see eq. (|12.2.19l) ) around the maximum 

12.5.3 The functions L(fi, v), K(n, v) in eq. (| 1 2.2.26b 

12.5.4 A consistency check 

12.6 ANALYTICAL EXPRESSION OF A'(^ l9 /x 2 ) OBTAINED FROM EQ. (fTO 



25C 



253 



253 



254 



254 



254 



101)1256 



10 



11 



12 



Chapitre 1 
Remerciements 



1.1 Remerciements 

Je ne saurais terminer l'ecriture de cette these sans remercier tous ceux qui, d'une maniere 
ou d'une autre, m'ont aide a la realiser. 

Je commence par adresser mes remerciements ainsi que toute ma reconnaissance aux pre- 
miers enseignants que j'ai eus en physique quand je suis arrive en France, il y a six ans 
maintenant. 

Je voudrais remercier plus specialement Alain Laverne pour ses corrections et discussions 
sur le premier chapitre de cette these, Galliano Valent pour ses cours de licence et de maitrise, 
Jose Ocariz pour tous ses encouragements pendant mon stage de DEA au LPNHE, et pour 
m' avoir fortement pousse vers la physique theorique, Pierre Gazeau pour son soutien, Mau- 
rice Courbage ainsi que Philippe Schwemling pour m' avoir donne les premieres notions en 
physique des particules pendant les annees de licence et de maitrise. 

Je remercie l'ensemble des enseignants du DEA de physique theorique de l'Ecole Normale 
Superieure, en particulier, Costas Bachas, Pierre Fayet, Christophe Schweigert et sa tres 
gentille secretaire Nicole Ribet. 

II y a d'autres personnes comme Jacques Chauveau, Lydia Ross et l'equipe experimentale 
BaBar du LPNHE qui, d'une maniere indirecte, ont egalement joue un role dans ma carriere. 
Je remercie bien sur Yuri Dokshitzer qui m'a accepte comme etudiant sans aucune contrainte. 
Je lui suis reconnaissant pour son savoir, pour son intuition physique stupefiante ainsi que 
pour m' avoir donne un sujet interessant ou il reste encore enormement de progres a faire. Je 
le remercie egalement pour sa disponibilite, pour ses exigences qui approchent la perfection, 
ainsi que pour avoir to uj ours repondu a mes questions. 

Je remercie Bruno Machet car il a ete mon plus proche collaborates. Grace a lui et a l'aide de 
Yuri, j'ai publie mes premiers articles en Chromodynamique Quantique. C'est par cette col- 
laboration et ses conseils que j'ai appris a organiser mes idees, a travailler plus efficacement, 
a ecrire mes resultats et a reussir enfin a nager dans cette mer qu'est la physique theorique. 
Je lui suis aussi tres reconnaissant car c'est lui qui m'a aide a mener a bien l'ensemble des 
demarches administratives qui ont precede la soutenance de cette these. II a de meme joue 
un role tres important pendant que je redigeais ce memoire, par ses conseils concernant la 
mise en place des idees et par ses corrections de mes fautes de francais. 
Je remercie Gavin Salam pour son soutien precieux en informatique. Sans son aide je serais 
difficilement arrive a finir a temps tous les programmes que j'ai du rediger en Fortran-90. Je 
le remercie pour sa disponibilite ainsi que pour nos discussions en QCD. 
Je remercie de meme Francois Arleo pour ses encouragements et nos discussions tout au 
long de cette these. 



13 



Je remercie l'ensemble du LPTHE, plus specialement, ses deux directeurs Laurent Baulieu 
et Olivier Babelon. C'est en effet un laboratoire dans lequel je me suis senti tres bien ac- 
cueilli depuis mon arrivee. J'adresse l'expression de toute ma reconnaissance aux secretaires 
Marie-Christine Levy, Annie Richard, Sylvie Dalla Foglia et Valerie Sabourot. J'ai toujours 
beneficie d'excellentes conditions de travail et d'un materiel informatique de qualite. A ce 
sujet, j'adresse mes remerciements les plus chaleureux a Marco Picco, Ely see Macagny et 
a Damien Bremont. Je dois de meme toute ma reconnaissance a Denis Bernia qui m'avait 
toujours encourage et aide quand il fallait relier des brochures scientifiques. 
II y a aussi bien sur tous mes collegues et amis thesards du LPTHE, LPT-Orsay, LPT- ENS. 
J'adresse mes remerciements a Kyril Kazymirenko, Bruno Durin, Nicolas Couchoud, Pedro 
Bordalo, Guillaume Bossard, Alexis Martin, Yacine Dolivet, Jean Savinien, Alexey Lokhov, 
Quentin Duret, Benoit Estienne, Emmanuel Serie, Hamed Ben Yahia et au postdoc Francesco 
Bigazzi. 

Je crois qu'un petit mot est du a Michel Boiteux qui m'a tres bien integre dans l'enseigne- 
ment superieur au Centre Universitaire des Saint-Peres, et qui m'a fait le plaisir et l'honneur 
de venir assister a ma soutenance. 

Je remercie bien sur les membres du jury pour leur soutien, leur encouragement, et la confiance 
en moi meme qu'ils m'ont donne pour la soutenance. Je dois une gratitude particuliere a mes 
deux rapporteurs qui se sont deplaces d'ltalie et d'Angleterre. 

Et il y a enfin tous ceux vers qui je tourne mon affection, amitie et confiance ; que chacun 
s'y reconnaisse car c'est a eux que j'adresse ces quelques annees de travail et d'effort. 



14 



1.2 Agradecimientos 



En Cuba, quiero en especial agradecer a mis padres Pedro y Susana que siempre me apoya- 
ron desde pequeno, y sobre todo, mientras cursaba mis estudios en el Instituto Superior de 
Ciencias y Tecnologfa Nucleares de La Habana ; a mis abuelos Ramiro y Maximina que 
siempre estuvieron a mi lado, tambien recuerdo a mi familia, a tfos como Lazaro y Rosa ; es 
a ellos a quienes en este parrafo, con mas amor y afecto, dedico este trabajo de doctorado. 
Vale la pena mencionar y recordar a mi maestra Margarita Oliva, a mi gran maestro de 
matematicas de noveno grado Nelson Zuniga y a mi exelente profesor de ffsica en el IPVCE 
Felix Macfas, fueron ellos inculcaron en mi la pasion por estas dos disciplinas. Tambien, 
tuve exelentes profesores a quienes quiero agredecer : Adriano, de matematicas, Adonis, de 
ffsica, Roberto, de qufmica, Mercedes, de ingles, asf como al exelente director del centro 
Elpidio Morales. Mientras cursaba estudios secundarios, tambien se destacaron Regla, de 
historia, Lucia, de espanol-literatura, Bararita, de education laboral, Maira, de ingles, entre 
otros. 

En La Habana, recuerdo con mucha admiration a mis profesores de ffsica general y de ma- 
tematicas superiores Juan de Dios Garrido, Valentina Badfa, Roberto Cruz y Mario Piris, 
quienes se inspiraron del exelente modelo sovietico para impartir sus clases. 
En Paris cuento con numerosos amigos cubanos como Lazaro e Ismel que siempre me apoya- 
ron y quienes ademas asistieron a la lectura de la tesis el dfa 19 de septiembre del 2006. Fer- 
nando siempre me apoyo, ademas de haberme hecho sobrepasar los momentos mas diffciles 
de esta etapa, mientras pasaba horas en su casa mirando los capftulos de la comedia espanola 
"Aquf no hay quien viva". Ese dfa tan especial conte con la presencia de mi amiga espanola 
Beatriz, a quien quiero agradecer por ello y por haberme dado su mano durante los prepa- 
rativos del brindis. Me hicieron ademas el honor de estar presentes mis amigos Antony (le 
Petit) y John, a todos ellos expreso el sentimiento de mis mas sinceros reconocimientos. 
En el Laboratorio de Ffsica Nuclear y Altas Energfas (LPNHE segun las siglas en frances) 
de Parfs-Jussieu, quiero agradecer en especial a Jose Ocariz por su ayuda y apoyo mientras 
era estudiante en el Master de Ffsica Teorica y por haberme lanzado hacia la ffsica tedrica 
de altas energfas. Tambien recuerdo ahf a Jacques Chauveau, Lidia Ross, a Julie y a Florent 
Fayette que estuvieron presentes en la lectura de esta tesis. 

Siempre estuve sostenido por Jean Marie, su madre Henriette y su esposa Caruquita. Merece 
la pena mencionar el apoyo incondicional que recibf de mi amiga Therese Obrecht, gran 
periodista suiza, mientras cursaba el Master de Ffsica Teorica en Pans. Jean Savinien estuvo 
dentro de mis mejores amigos durante esta etapa, y tambien Bruno Durin. 
En La Habana, a pesar de la distancia, conte siempre con el apoyo de amigos como Alexan- 
der, Etian, Henry, Lidia, Luis y Normita ; siempre tuve, por otra parte, el de mi gran amiga 
Yadira de Trinidad. 

En Madrid, quiero agredecer a las hermanas Sara e Ines Rodriguez- Arguelles, mis dos ami- 
gas europeas mas cercanas, al igual que a mis amigos cubanos y companeros de beca (12 y 
Malecon) Armando y el Chino. 



15 



16 



Premiere partie 
TEXTE DE LA THESE 



17 



Chapitre 2 
Introduction 



Dans le cadre de la Chromodynamique Quantique (CDQ, theorie de jauge de Yang-Mills) 
perturbative, nous menons a bien une etude de quelques aspects physiques, ainsi que des 
techniques mathematiques qui ont permis de simplifier et de decrire revolution de la matiere 
hadronique dans les collisions leptoniques ou hadroniques ("Deep Inelatisc Scattering" (DIS), 
annihilation e + e~, collisions pp ■ ■ •) a tres haute energie. D'apres la CDQ, les hadrons (pro- 
ton (p), neutron (n), mesons (7r ± ) • • • ) sont des particules composees de quarks (q), anti- 
quarks (q) et gluons (g) (partons) ; cette theorie permet, en particulier, d'etudier les inter- 
actions quark-gluon, anti-quark-gluon et gluon-gluon au sein de ces particules. Elle permet 
ainsi de quantifier le comportement des interactions partoniques a tres "courtes distances" 
(par rapport a la taille caracterisque des hadrons ~ lCT 13 cm), ou, grce a la liberte asympto- 
tique, on peut appliquer la theorie des perturbations en serie de puissances de la constante 
de couplage a s . Autrement dit, la CDQ perturbative decrit avec succes les processus dans 
lesquelles les effets a "petite distance" sont essentiels et, ou la valeur de la constante de 
couplage est faible (a s <C 1). 

Prenons comme exemple le cas de l'annihilation e + e~ en une paire quark-anti-quark, c'est 
a dire la reaction e + e~ — > qq. La production de cette paire de particules chargees est suivie 
par remission d'un ensemble de gluons (q(q) — > gq(q)) qui, a leur tour, donnent naissance 
a d'autres gluons (g — > gg) et/ou a d'autres paires quark-anti-quark (g — > qq); tous les 
partons sont soumis aux forces de confinement de couleur et, par consequent, ne se detectent 
pas separement comme les leptons et les photons en Electrodynamique Quantique (EDQ). 
On appelle "jet" l'ensemble du systeme partonique produit qui a ete initie par le quark ou 
1' anti-quark. 

Dans les theories de jauge comme l'EDQ, ou la CDQ, ou le mediateur des interactions est de 
masse nulle, la probabilite de production d'un quantum (un photon mou dans le cas de l'EDQ 
ou d'un gluon mou en CDQ) de basse energie (par rapport a l'energie E de la charge initiant 
le jet, E ^> to) est tres grande oc duj/u [OQEO. En effet, une particule chargee rayonne lorsque 
son champ coulombien stationnaire est brise sous Taction d'une perturbation externe. 
A ce sujet, nous avons consacre le premier chapitre de cette these ; nous allons en parti- 
culier, demontrer le caractere classique du rayonnement mou en EDQ, il sera ainsi obtenu 
en Electrodynamique Classique (EDC) dans l'objectif de mieux comprendre la nature, ori- 
gine et universalite physiques de ce phenomene. Le cas ou l'impact subi par la charge est 
instantane (acceleration infinie) sera distingue de celui ou Ton considere un transfert d'im- 
pulsion sur un intervalle de temps fini (acceleration finie) [3]. Ceci permet de regulariser la 
"catastroph ultra- violette" a l'aide d'un "cut-off" physique naturel dont on generalise 1' uni- 
versalite a une trajectoire arbitraire suivie par la charge. Nous allons de meme decrire l'ori- 
gine physique de la coherence en EDQ en considerant le processus physique le plus simple 



19 



(e~ — > e _ 7, emission d'un photon de bremsstrahlung) ; une contrainte ("Angular Ordering" 
en anglais) sur les angles d'emission des photons mous (de bremsstrahlung) et Tangle de dif- 
fusion decoule du calcul de la section efficace de ce processus, lorsque Ton prend la moyenne 
azimutale sur Tangle d'ouverture du cone de rayonnement (cone de bremsstrahlung) ; ici, 
on rencontre pour la premiere fois le caractere doublement logarithmique de la distribution 
(oc ^) des photons emis, a savoir que le processus n'est pas domine que par les emissions 
de photons mous, mais aussi colineaires. Cette etude se generalise au cas de la CDQ, ou Ton 
doit en outre tenir compte du nouveau degre de liberie de la particule chargee, la couleur 01. 
Nous ne nous interessons qu'aux gluons mous rayonnes qui n'emportent qu'une petite frac- 
tion de Tenergie totale du parton initial (i = w/£<1) car ils sont a Torigine du plus grand 
nombre de particules produites (les mesons legers n ± , K ± ,...) dans les jets hadroniques. 
Dans le deuxieme chapitre, pour des raisons pedagogiques, nous donnons les etapes qui 
ont conduit au calcul des jets [5], depuis le choix de la jauge axiale dans les diagrammes 
de Feynman jusqu'a la construction de T equation maitresse satisfaite par la fonctionnelle 
generatrice des grandeurs inclusives dans les jets (voir J6K71 et references incluses). Dans 
la jauge axiale, on peut traiter les jets comme des objets distincts qui emettent des gluons ; 
on introduit ainsi le schema de resommation "DLA" ("Double Logarithmic Approximation" 
en anglais) [81 qui utilise les contraintes energetiques (E 3> uji 3> u i+ i . . . ) et angulaires 
(Oj ^> Oi+i) rigoureuses sur les emissions successives des gluons mous ; ceci constitue 
Tingredient principal (car a s log 2 ~ 1) dans Testimation d'observables inclusives dans les 
jets hadroniques, telles que les multiplicites, le spectre, les correlations. Mais il neglige le 
principe de conservation de Tenergie (recul du parton emetteur) et T evolution de la constante 
de couplage a s , et il s'avere insuffisant pour faire des predictions que Ton puisse comparer 
avec les donnees experimentales. Par contre, T approximation "DLA" constitue le point de 
depart dans la construction du schema probabiliste (consulter j6]|) du calcul des jets. Elle 
permet en plus de predire la forme des distributions inclusives et, en particulier, de decrire 
les phenomenes de coherence des gluons mous en CDQ perturbative (voir [|6]| et references 
incluses). Le cas ou la constante de couplage est fixee a la durete totale (a s constant) du jet 
et celui ou Ton considere son evolution dans le "temps" (t = dQ/Q) sont distingues dans 
Tevaluation du spectre inclusif des gluon mous ainsi que dans le calcul des correlations entre 
deux particules. Nous donnons, en "DLA", les techniques utilisees dans [9 ], pour Tevaluation 
du spectre par la methode du col. Elles sont d'importante utilite pour la comprehension de 
T article [T2l De meme, dans le calcul des correlations a deux particules, nous presentons 
les techniques employees dans QT]; ici, nous avons effectue une etude amelioree de cette 
observable en CDQ perturbative. 

Pourquoi "amelioree" ? Vues les limitations du schema "DLA", un traitement des corrections 
en "Logarithmes Simples" ("Single Logs" en anglais) est necessaire. Ceci est Tobjectif du 
chapitre 3 ou nous discutons les sources physiques qui sont a Torigine de ces corrections : 

• la variation de la constante de couplage ct s (k\ ) dans le "temps" d'evolution caracteristique 
(t = de/6)dujet; 

• les disintegrations d'un parton en deux partons d' energies comparables z ~ 1 (les cor- 
rections dites "hard" qui restaurent la conservation de Tenergie en utilisant Texpression 
exacte des fonctions de fragmentation partonique de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli- 
Parisi (DGLAP) (H) ; 

• les regions cinematiques ou les angles successifs d'emission sont du meme ordre de gran- 
deur 6j ~ Qi+i- Dans la solution de ce probleme, la contrainte angulaire "rigoureuse" sur 
les angles d'emission 0j 3> 0j + i qui decoule de la coherence des gluons mous en DLA est 
remplacee par la contrainte angulaire "stricte" 0j > 6 i+ i (voir H et references incluses). 
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L' approximation correspondante est connue comme "MLLA" ("Modified Leading Logarith- 
mic Approximation" 0TJ en anglais). Elle tient compte des corrections sous-dominantes en 
"SL" ("Single Logs" en anglais) dans le "Hamiltonien" d' evolution partonique ; elles sont de 
l'ordre de 7q, ou 70 oc ^Ja~ s constitue la dimension anormale des multiplicites en "DLA" [0. 
Nous donnons l'equation maitresse que satisfait la fonctionnelle generatrice dans le cadre 
MLLA [|6l[|71. Elle permet d'obtenir les equations d'evolution des distributions partoniques 
inclusives dans le domaine des "petits x". Elles sont utilisees dans les articles PTOl [TT1 et PT2l 
qui sont l'objet principal de cette these. Nous faisons de meme le lien avec les equations 
DGLAP liTOl dont on utilise les solution dans l'espace de Mellin dansPTOl 
Dans 1 ' article PTOl nous effectuons le premier calcul MLLA analytique des distributions in- 
clusives en fonction de l'impulsion transverse kj_ dans le domaine des "petits x". Nous uti- 
lisons 1' approximation du "limiting spectrum" IfTTTl (le cut-off colineaire Q est alors egal 
a l'echelle de masse Aq C d, Qo = ^qcd), qui permet de bien decrire le spectre inclusif 
d'une particule en fonction de l'energie. Nous faisons des predictions aux energies du LEP, 
du Tevatron et du future LHC. On demontre comment tenir compte de revolution du jet per- 
met de restaurer la positivite des distributions, ce qui n'est pas le cas en "DLA" O, ou elle 
est negligee. L'intervalle de validite de notre calcul en MLLA est donne. Nous demontrons 
qu'il est d'autant plus grand que l'energie du jet est importante. Les interferences des gluons 
mous, (phenomenes de coherence en CDQ) etant ecrantees par la divergence de la constante 
de couplage dans le domaine des petits k±, nous les rendons visibles en prenant une valeur 
non-realiste de l'energie totale du jet qui diminue la valeur de a s et qui permet de compa- 
rer la forme de cette distribution avec celle qui a ete predite par "DLA". Dans le paragraphe 
|7.1.4| nous comparons nos predictions pour la section efficace differentielle inclusive en fonc- 
tion de k± avec les donnees experimentales preliminaries de CDF. L' accord entre theorie et 
experience, via le parametre phenomenologique K, ch (qui normalise le nombre de partons au 
nombre de hadrons charges), est excellent dans l'intervalle de validite "MLLA" ; ceci per- 
met une fois de plus, de confirmer l'hypothese "LPHD" ("Local Hadron Parton Duality" en 
anglais) dans le cas des grandeurs inclusives. Nous rappelons que l'hypothese "LPHD" sup- 
pose que les hadrons se comportent "comme des partons" et que Ton peut done leur attribuer 
les memes proprietes IfTTl IfTTTl . 

Dans l'article[TT]etudions les correlations entre deux particules dans un jet en fonction de 
leur energie, dans le cadre "MLLA". Le premier calcul des correlations a ete effectue par 
Fong et Webber en 1991 lfT2"l . lis ont obtenu une expression analytique simple seulement 
dans le cas ou l'energie des particules est proche du maximum de leur distribution inclu- 
sive ("distorted Gaussian" |fT3l en anglais). Elle croit lineairement en fonction de la somme 
[ln(l/xi) + ln(l/x2)] et est quadratique en fonction de la difference [ln(l/xi) — ln(l/x 2 )]- 
Elle a de plus seulement ete evaluee dans la limite Qo = Aqcd- Dans cette these, nous 
resolvons au contraire de fa§on exacte les equations d'evolution, en utilisant la logique qui a 
bien reussi dans la description du spectre inclusif ; a savoir, nous calculons la solution exacte 
d'une equation "MLLA" (done approchee) dans le domaine des "petits x". Cette expression 
est ecrite dansQj]pour les jets de quarks et de gluons, en termes des derivees logarithmiques 
du spectre, puis nous la calculons numeriquement dans 1' approximation du "limiting spec- 
trum". II est ainsi demontre que les correlations, au lieu de croitre indefiniment en fonction 
de cette somme, comme dans lfT2l . s'aplatissent, puis decroissent jusqu'a leur valeur mini- 
male 1 (particules decorrelees) ; ceci est lie a la coherence des gluons mous lorsque leurs 
impulsions deviennent negligeables. Nous predisons aussi des correlations plus faibles par 
rapport a 1' analyse de Fong et Webber; les explications sont presentees. Contrairement au 
cas du spectre, on s' attend a ce que les correlations fournissent un test plus realiste de la 
dynamique hadronique par rapport a la dynamique partonique. Le parametre lC ch se simpli- 
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fie, en effet, dans la definition de cette observable et l'hypothese "LPHD" peut etre sujette 
a caution. Nous comparons nos predictions avec celles de Fong-Webber, ainsi qu'avec les 
donnees experimentales du LEP-I 031. Dans le paragraphe complement 17 .21 nous donnons 
des explications supplementaires. 

Dans r article [T2l nous nous interessons a 1'evaluation du spectre par la methode du col, 
dans le cas general Qo ^ Aqcd- Bien que s'agissant d'une approximation, elle se revele 
extremenent performante tout en etant beaucoup plus simple et economique a mettre en 
ceuvre. Elle permet de faire de tres bonnes predictions sur la forme, la position du pic de 
la distribution et sur les effets de coherence en CDQ. Lorsque Ton prend les limites Q — > 
Aqcd et Y + A — ► oo, on obtient un tres bon accord entre cette methode et la methode exacte 
du travail precedent. Puisque les correlations a 2 particules y ont ete exprimees en fonction 
des derivees logarithmiques du spectre, ce sont elles que nous attachons ensuite a evaluer, 
afin d'obtenir, ce qui n'avait pas ete possible auparavant, des expressions a A quelconque pour 
ces correlations. Nous pouvons ainsi etudier leur dependance en A. Le "limiting spectrum" 
A = semble etre le plus susceptible d'un accord avec 1' experience. L' analyse de Fong et 
Webber a done pu etre generalisee, et on la retrouve bien dans les limites appropriees. 

2.0.1 Comparaison avec les travaux precedents 

Les premiers calculs effectues dans 1' approximation MLLA ont concerne les multiplicites 
hadroniques des jets en CDQ et le spectre inclusif d'une particule, evalues en fonction de 
l'energie (£ = ln(l/a;)) ("hump-backed plateau"). On citera ainsi J6J, lfT3l qui traite "l'ap- 
proximation gaussienne", [fTTTl . [fTTTl et 0. En ce qui concerne le spectre, 1' accord entre 
predictions theoriques et les donnees experimentales (LEP par exemple 11261 E710 est remar- 
quable. L'hypothese de dualite locale parton hadron ("LPHD" en anglais) [fTTTl se trouve 
parfaitement confortee par les donnees. 

Par contre, le seul calcul concernant les distributions inclusives en fonction de l'impulsion 
transverse n'a ete effectue qu'en DLA. II est explique en details dans le paragraphe !4.8l C'est 
dans 1' article \W\ que ce calcul a ete pour la premiere fois generalise au cadre MLLA. 

Pour les correlations a deux particules dans un jet, des predictions ont ete obtenues en DLA 
JH, et en MLLA par Fong & Webber [fT2|. Le cas DLA sera discute dans le paragraphed qui 
ne decrit que certains traits de cette observable. Les calculs MLLA de Fong & Webber [fT2l 
lfT3l ont ete obtenus dans le cadre restreint ou l'energie des deux particules se trouve au voi- 
sinage du maximum de leur distribution inclusive, en consequence de quoi ni l'aplatissement 
attendu ni la decroissance en fonction de la somme [m(l/a;i) + ln(l/x 2 )]. Cela sera discute 
dans le paragraphe 15 .21 Dans 1' article [JTJ par la resolution exacte des equations d'evolution 
MLLA, via le formalisme de la fonctionnelle generatrice, nous avons pu nous affranchir de 
cette restriction et donner une solution valable pour tout x. Le calcul a pu etre mene a bien 
analytiquement jusqu'au bout pour les petits x et dans le cas (limiting spectrum A = 0) ou 
le cut-off colineaire est egal a Aqcd- Nous avons egalement generalise au cadre MLLA la 
representation integrale (|4.10.5I) a A ^ 0. 

L'utilisation de la methode du col a permis, dans 1 ' article [T2l des progres supplementaires. 
En effet, si cette methode constitue une approximation, elle s'est revelee redoutablement 
efficace et precise pour le calcul des correlations. Ainsi, on a pu s'affranchir du "limiting 
spectrum" et donner des formules analytiques pour A ^ 0, toujours dans le cadre MLLA, ce 
qui n'avait jamais ete possible auparavant. col du paragraphe d. 1 II a A / 0. Les resultats de 
Fong & Webber sont reproduits dans les limites appropriees. 

Si les resultats obtenus pour les correlations sont en bien meilleur accord avec les resultats 
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experimentaux existants de LEP Il2~6llll2~7ll que ceux de Fong & Webber ou ceux obtenus aussi 
par la metode du col mais en DLA (14.1 1.141) . il n'en subsiste pas moins un disaccord avec 
les donnees. 

Les resultats a venir (Tevatron, LHC) sur les correlations constitueront done un test im- 
portant des predictions de la CDQ perturbative, et de l'hypothese de dualite locale parton 
hadron ; cette derniere peut en effet etre plus sujette a caution en ce qui concerne cette ob- 
servable moins inclusive que les distributions etudiees dans le premier travail de cette these. 
Leventualite d'un role non negligeable des corrections next-to-MLLA n'est pas non plus a 
ecarter arbitrairement. 

Nous avons egalement discute en detail, pour toutes les observables etudiees, les phenomenes 
de coherence des gluons mous a petit k±. 
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Chapitre 3 



Rayonnement mou en electrodynamique 
quantique (classique). Extension a la 
chromodynamique quantique 

Ce chapitre a pour but de rappeler les aspects essentiels du rayonnement mou en Electrody- 
namique Quantique (EDQ) ainsi qu'en Chromodynamique Quantique (CDQ). Nous allons 
obtenir le courant d'accompagnement mou (bremsstrahlung) d'une particule chargee (sou- 
vent appele "rayonnement de freinage" dans la litterature) dans le cadre quantique a partir 
des diagrammes de Feynman a l'ordre des arbres. Apres avoir demontre son universalite et 
sa nature classique, nous l'obtiendrons en utilisant la theorie classique du rayonnement ou 
une nouvelle methode sera exposee. Son interpretation physique permettra de comprendre la 
forme de la distribution trouvee pour les photons emis a l'interieur d'un certain creneau de 
rapidite. La generalisation au rayonnement des gluons mous en CDQ sera automatique en 
ajoutant le nouvel ingredient de la theorie, la couleur. Nous comparerons les phenomenes de 
coherence dans les deux theories. Le chapitre sera conclu par une application des resultats 
obtenus aux deux canaux de production possible du boson de Higgs dans les futurs collision- 
neurs. 



3.1 Courant d'accompagnement mou d'une particule chargee ; 
methode quantique 

Nous considerons un photon de bremsstrahlung (photon mou) emis par une particule chargee 
(electron) sous Taction d'un champ externe (exemple : un champ electrostatique). 
Les diagrammes de Feynman a l'ordre des arbres sont donnees dans la Fig l3.ll [4]. p 1 = 
(p?jPi)> Vi — (P25P2) representent les quadri-impulsions de l'electron entrant et sortant res- 
pectivement, et k = (k°, k) celle du photon reel Q emis lors du processus. En appliquant les 
regies de Feynman, les amplitudes correspondantes s'ecrivent sous la forme Q]| [0 : 

M? = eu(p 2 , s 2 )V(p 2 + k - Pi) rV'lL ^MPi, sO (3.1.1) 



II s'agit d'un photon qui aurait du etre reabsorbe par l'electron (photon virtuel) si celui-ci n'avait pas ete 
devie de sa trajectoire initiale. 
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lorsque l'electron est emis avant la diffusion (diagramme a gauche), et 

Mf = eu(p 2 , a^-f ™ + / 2 + f 2 V(p 2 + k- p 1 )u(p 1 , 8l ) (3.1.2) 
J wr — (p 2 + ky 

lorsqu'il est a ete emis apres (diagramme a droite). s 12 etiquetent l'etat de spin de l'electron, 
V l'amplitude d'interaction qui, en general, depend de l'impulsion transferee (dans le cas de 
la diffusion sur un champ e.m. V = 70). L'amplitude totale est donnee par la somme des 
amplitudes 

M M = Mf + M*. 




Fig. 3.1 - Diagrammes de Feynman d'un photon de bremsstrahlung emis sous Taction d'un 
champ externe. 

Nous utilisons 1' approximation du photon mou fflGD (on prend son energie tres inferieure 
a celle de l'electron qui l'a emis et on neglige le recul de celui-ci), to <C P^P% on neglige 
les termes en ^ au numerateur, on utilise l'astuce de Dirac p 1 ^^ = —7^+ 2^, ainsi que les 
equations suivantes pour des fermions (electrons) sur couche de masse : 

{m + p' 1 )^u( Pl ) = (2pS' + y*[m-jii])u(pi) = 2pS , u(pi), (3.1.3) 
u{p 2 ) r f{m+fa) = u{p 2 ){[m -i> 2 \l v + 2p v 2 ) = u{p 2 )2p u 2 . (3.1.4) 

(13.1.31) (13.1.41) seront utilisees pour simplifier Mf et Mf respectivement. Nous simplifions 
les denominateurs en utilisant 1' approximation (pf « m 2 ) pour des electrons de tres faible 
virtualite et k 2 = pour des photons reels. Nous avons 

m 2 - (Pi - k) 2 « 2(pi.k), 
m 2 ~ (P2 + k) 2 » -2{p 2 .k). 

L'amplitude totale M M est done donnee par l'expression suivante JH 

M^ = ef x M el . (3.1.5) 

Ici M e i represente l'element de matrice de Born de la partie non-radiative (elastique) de la 
diffusion, 
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M d = U(p 2 , S 2 )V(p 2 ~ Pl)u(pi, Si) 

dans lequel le recul de l'electron a ete neglige^ , q = p 2 + k — p\ ~p 2 —pi, done le principe 
de conservation de l'energie viole. Le courant de rayonnement mou associe a une particule 
chargee j M est done donne par l'expression 

ft fi 

f = -El (3.1.6) 

(Pi ■ k) (pa ■ k) 

La factorisation de 1' amplitude de diffusion (13.1.51) est tout a fait naturelle. Le quadri-courant 
ne depend pas de la nature des particules chargees, en particulier, du spin. Elle depend 
des impulsions (pi,p 2 , k) et de la charge (e) des particules entrante et sortante. Ceci a ete 
demontre dans les travaux de Low lfT5l pour des bosons charges, et generalisee par Burnett 
et Kroll lfl6l pour le cas des fermions. 

Le courant (|3.1.6I) est essentiellement classique. II peut d'ailleurs etre obtenu dans le cadre de 
la theorie classique du rayonnement lfT71lfT8l en considerant le potentiel induit par une par- 
ticule chargee lorsqu'elle est soudainement deviee de sa trajectoire (acceleree) sous Taction 
d'un champ externe, comme je le montre maintenant. 



3.2 Considerations classiques sur le rayonnement ; acceleration 
instantanee infinie 

Dans la theorie classique du rayonnement il est connu qu'une charge acceleree cree un 
champ comportant, outre une contribution de type coulombien (oc 1/R 2 ), une contribution 
de type rayonnement (oc 1/R) lfT71llfT8i Nous allons estimer le champ induit par une par- 
ticule chargee lorsqu'elle subit une deviation instantanee (choc) a un instant t . On prend 
e = 1 pour simplifier. Le courant electromagnetique dans ce cas est donne par les deux 
termes suivants 

3=3i+32 < r* x3 ,^ -^.(o). + n (3.2.1) 
I 32 = v 2 <) d (r - v 2 t)V(t - t ), 

ou ^1,(2) est la vitesse initiale (finale) de la particule lorsqu'elle se deplace le long de sa 
trajectoire classique f = v^t (en mecanique classique nous pouvons parler de trajectoire, 
voir Fig. |3.2t . § represente ici la fonction de Heaviside. Nous restaurons la covariance de 
Lorentz en ajoutant a (|3.2.1I) la composante j° qui correspond a la densite de charge du 
quadri-vecteur, puis on definit j M d'apres 

jWtf = (j°(t,f), j 4 (t,f)) = v?j°, (3.2.2) 
ou la quadri- vitesse s'exprime = (1, v/). 

L'amplitude d'emission du champ de quadri-impulsion (k = to, k) est proportionnelle a la 
transformee de Fourier du courant electrique total : 

/+oo l> 
dt / d 3 re ixUk " j?(t,7), 
-oo J 

dont on determinera les deux termes correspondants a la trajectoire de la Fig. 13.21 : 



2 Ceci entrame une mauvaise estimation des observables que Ton peut mesurer dans certains processus (voir 
chapitre|4|. 
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Champ de rayonnement 



J"! (t) 




v l 




Noyau Atomique 



FIG. 3.2 - Champ de rayonnement induit par une charge soudainement acceleree. 



dt I d 3 re ix " k " jf(t,f) =< 



_ iv » e ik°to 
k° - (k ■ Vx) 



dre ifeo(to+r)-i(Wi)r (323) 

(3.2.4) 



+00 P f+CO 

dt d 3 re ix " k » ]%(t,r) =v% dr e iko(t +r)-i(k-v z )r (3 2 5) 
00 J Jo 
iv%e ik ° to 



k°-(k- v 2 ) 



(3.2.6) 




A t/ 



R 




Fig. 3.3 - Contour d'integration choisi pour evaluer (13.2.31) (figure gauche) et (|3.2.5I) (figure 
droite). 



3.2.1 Exemple : calcul de (13.2.31) 



h= drA k °-^V. 
J —00 
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(3.2.7) 



On choisit le contour de la Fig. l3.3l a gauche, on effectue le prolongement analytique r = 
r' + it" et on applique le theoreme de Cauchy |[T9ll 



f dre i[*°-(**)]r = f° dT ij{k°H^)Y'+i ! R dr"e-\ k °-^V"+ [ dre 4 fc0 -(^)]- = . 

JC J-R JO JC R , 

On passe maintenant a la limite i?— » oo. En vertu du lemme de Jordan |[T9l l'integrale sur le 
contour du cercle s'annule et on obtient : 



h = lim / dT'e^ -^' = lim -i / dr'V^-^^" = L , 

R^°°J- R R-*°° J k° — (k-vi) 

(3.2.8) 

puis (k) = Vie lut °Ii(k), d'ou on deduit le resultat (13.2.41) . Le calcul pour (13.2.51) se fait de 
facon analogue en choisissant le contour a droite de la Fig. l3.3l pour obtenir (13.2.61) . 
La solution de 1' equation de Maxwell ifTTll pour le quadri-potentiel induit par le quadri- 
courant (13.2.21) s'ecrit sous la forme ifTTl : 



A"{x) = J ^e-^[-2nz5(k 2 )]nk) 



d 3 k 



e 



-ii*jx°+i(k-x 



Oil 



2lo(2tt 

A»{k) = A$(k) - Al(k); 



] A»{k), (3.2.9) 



A t( k ) = ^T^ UJ =\ k l (A; ■ Vi) = LUViCosQi. (3.2.10) 

LU{± — Vi COS BjJ 

Ici 6j represente Tangle d'emission entre l'impulsion du photon k et la direction du mouve- 
ment de la charge. Si Ton recrit (13.2.101) sous la forme covariante 01 



u-(k- Ei(uj - (k ■ Vi)) (Pi ■ k) 
A^ik) = exp (iuto 



P2 Pi 



(p 2 ■ k) (pi ■ k) 

on remarque que le quadri-potentiel classique est identique a celui qui a ete obtenu de fa§on 
quantique (|3.1.6I) a une phase pres exp (icvto). Cette derniere n'intervient pas dans le calcul 
des sections efficaces lorsque Ton prend le module de 1' amplitude au carre. 
L'analyse classique conduit au resultat (13.1.61) qui a ete obtenu au paragraphe precedent 13. II 
dans la limite du photon mou. Ce resultat est naturel car, dans cette approximation (recul 
de l'electron negligeable), il est legitime de considerer que les charges se deplacent sur des 
trajectoires classiques. 

L'origine physique du courant (13.1.61 ) peut etre interpretee autrement. Le champ d'une charge 
ponctuelle qui se deplace, par exemple, a vitesse constante, est de nature convective (il ac- 
compagne la particule). Lorsque la charge est soudainement acceleree, le nouveau champ 
ne peut pas la suivre instantanement. La nouvelle configuration non-stationnaire rayonne cet 
exces d'energie (oc j^jp) jusqu'a ce que la nouvelle configuration stationnaire du champ soit 
atteinte. 
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3.2.2 Densite M du nombre de photons rayonnes 

On s'interesse maintenant a T evaluation de la densite du nombre de photons rayonnes dans 
le cas d'une 1' acceleration instantanee choisie le long de l'axe x = x\. L'energie totale 
rayonnee dans le volume differentiel de l'espace de phase d 3 k est donnee par l'expression[|2|| 



dE-- 



d 3 k 



■[— i^{k)i*{k)], u=\k\, d 3 k = k± coshy dy d 2 k± = k\ coshy dy dk± 



2(2tt) 3L j v JJ » y 

(3.2.11) 

ou Tangle azimutal < </> < 2n. Nous avons introduit l'impulsion transverse kj_ du photon 
ainsi que sa rapidite y 

k^ = {uj = k± cosh y, k± sinh y,k±). 
y est liee a Tangle zenithal par Texpression suivante (voir Fig. 13.41) : 



tan G 



1 , 1 

•v4> y = In 



sinhy ' tanB/2 
Elle montre qu'aux grands angles d'emission des photons correspondent des petites rapidites 




^ — * 

Fig. 3.4 - Emission d'un photon de quadri-impulsion k = (uj, k) par une particule chargee, 
k\\ est l'impulsion longitudinale du photon et k± son impulsion transverse . 



et vice versa. En introduisant la variable de rapidite de la charge (77) selon 

v M = (cosh 77, sinh 77, 0) , 

on a 



Vi.k = k ± cosh(r/j - y), j»j* = -— [tanh(r/ 2 - y) - tanhfa - y)] 2 . 

On definit la densite (A/ - ) du nombre de photons rayonnes (dE/uS) par unite de volume 
(d?k/uj) en fonction de k± et y : 



N{yM)=ik- 



dE 



1 

^ [tanh(r/ 2 - y) - tanh(r/i - y)\ 



£h k±d 2 k±dy coshy 2(2vr) 3 

(3.2.12) 

A fc^ fixe Tallure de (13.2.121 ) est donnee par un plateau qui s'etend entre la rapidite ini- 
tiale (r/i) et finale (r/ 2 ) de la charge acceleree, puis s'annule exponentiellement au-dela (voir 
Fig J3.5l) . Ce plateau est bien connu en electrodynamique classique sous le nom de cone de 
rayonnement en 9 [fT71 . La dependance de A/" en l/k\ est remarquable (voir chapitres @] [6l 
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les articles[TOl[3T|et[l2]qui font l'objet de cette these). La densite du nombre total de photons 
rayonnes a rapidite y fixee 



*<») - / k±cPk d j ycoshy ^ = / fcVfc « M* j (3.2.13) 

s'avere logarithmiquement divergente en (catastrophe infrarouge) et a l'infini (catastrophe 
ultraviolette) pour le cas de 1' acceleration instantanee. Cette derniere se justifie puisque 
1' acceleration est infinie at = to- Nous allons done regulariser cette divergence ultravio- 
lette en considerant le cas d'une acceleration finie sur un intervalle de temps fini. 



N 




Fig. 3.5 - Densite du nombre de photons rayonnes a k± fixe en fonction de la rapidite y du 
photon. 



Remarque : Af est bien logarithmiquement divergente car on integre sur On trouve 
cette divergence logarithmique dans les theories de jauge ou le mediateur des interactions 
(photons en EDQ, gluons en CDQ) est de masse nulle fflGD. 

3.3 Acceleration finie : deux cas simples 

Dans ce paragraphe nous poursuivons les raisonnements precedents dans les cas les plus 
simples d'une acceleration finie 0. En particulier, nous considerons le mouvement rectiligne 
a acceleration propre constante de la charge. 

3.3.1 Un premier cas de trajectoire rectiligne : plateau de largeur infi- 
nie 

Soit la ligne d'univers donnee par (3) 

x M (r) = — (sinh a r, cosh a r, 0), — oo < r < +oo. (3.3.1) 
a 

ou r est le temps propre, a 1' acceleration propre, definis dans le referentiel de la charge. 
(13.3. ID satisfait 
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(13.3.11) correspond au cas d'une acceleration finie transmise a une charge ultra-relativiste 
(v = c = 1) dans un intervalle infini de rapidite, r\\ = — oo, rj 2 = +00. La vitesse de la 
charge s'ecrit sous la forme 

dx l (r) 

V \ T ) = r n/_\ = tanhaoT, 



et son acceleration 



a t 



dx°(r) 



dv(r) 



a 



dx°(r) cosh 3 (a r) 

dont on trace Failure dans la Fig l3.6l On en deduit que la charge subit, dans le referentiel 
du laboratoire, une acceleration variable pendant 1' intervalle de temps ~ l/a dont la va- 
leur maximale est donnee par son acceleration propre a (constante dans le referentiel de la 
charge) a r = 0. On s'interesse a la transformee de Fourier du courant rayonne lfT71 ||3l 



f{k) 



d:T 



dx^ 
dr 



3 ifcz(T) 



(3.3.2) 




Fig. 3.6 - Acceleration finie transmise dans un intervalle de temps fini. 



En effectuant le produit scalaire k^x^, l'exposant dans (13.3.21) prend la forme 



kx{r) = — sinh(a T — y)- 
a 

II s'avere interessant d'effectuer un boost sur le referentiel du photon rayonne (K y ) qui se 
deplace avec la rapidite y. Dans K y , le photon considere ne possede pas d'impulsion longi- 
tudinale (k\\ = 0). Les nouvelles coordonnees s'ecrivent en fonction des anciennes selon : 



X 



r) = [coshy x (t) — sinh yx 1 (r)] = — sinh(a T — y), 

a 

(r) = [— sinh?/ x°(t) + cosh yx 1 (r)l = — coshfaor — y). 

a 



Le courant (13.3.21) prend done la forme simple 



(3.3.3) 



+00 



dr cosh(aoT — y) exp 
k 



i— sinh(a r — y) 
a 



w d > 

dr— < exp 

dr 



i — sinh(aoT — y) 
a 
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/+oo 
dr sinh(aoT — y) exp 
"OO 



i— sinh(aoT — y) 
a 



AuK^u)}, (3.3.4) 

K 



k± 

ou u = — et KAu) est ici la fonction de Macdonald (Bessel modifiee) d'ordre 1. Son 

a 

comportement asymptotique est donne par 



[uKt {u)f 



1 pour u< 1; 

p — 2u 

utt^- pour u ^> 1. 
Nous rappelons la representation integrate de la fonction de Macdonald sachant que 



7T 

cosh£ = — isinh(£ + 

2 



+oo 

x cosh f 



1 r +oc i /■ 

K v (x) = -j e- xcosh ^d£, K (x) = -J 

puis on prend la derive de K par rapport a x 

d 1 /" +00 

K x {x) = -—K (x) = - coshee- xcosh ^e 
dx 2 ,/_ 00 

Pour C a ,la divergence que Ton trouvait dans le cas d'une 1' acceleration infinie 

au paragraphe precedent 13.3. II est remplacee par un "cut-off" superieur sur les frequences, 
k± ps a . A y et k± fixes on obtient un plateau de hauteur ln[a ] sur un intervalle infini de 
rapidite. Dans ce cas, la densite du nombre total de photons rayonnes a rapidite y fixee se cal- 
cule sans difficulte (voir cas du mouvement rectiligne pour une equation horaire quelconque 
en [H) 

M(v) = / A%, k ± )d 2 k ± oc \n[a }. 



Le spectre est ainsi domine par la contribution logarithmique ln[a ]. La nature de ce "cut- 
off" peut etre elucidee a partir des champs intervenant dans le probleme. Le champ total 
est donne par la superposition du champ coulombien entraine et du champ de rayonnement 
cree par 1' acceleration de la charge. Son expression exacte, n'etant pas importante dans ce 
probleme, nous nous contentons d'en donner le comportement en fonction de la distance a 
laquelle on observe le processus 



E = E coui oc — + E my ( oc 



Le champ coulombien domine a petites distances (petit R), tandis que que le champ de 
rayonnement l'emporte a grandes distances (grand R). Or, la seule distance qui intervient 
dans le probleme est donnee par la quantite "a^ 1 ". Ainsi, pour R > , le champ de 
rayonnement l'emporte sur le champ coulombien. Ceci equivaut a supposer que, dans cette 
region, on trouve des photons dont la longueur d'onde transverse est superieure a a^ 1 , 
R ~ Aj_ ~ l/k± > Oq 1 k± < ao. 

On peut egalement induire que les composantes de Fourier de plus hautes frequences (k± > 
ao) suivent le mouvement de la charge, tandis que celles de plus basses frequences k±_ < ao se 
sont ecartees de celle-ci et continuent leur mouvement le long de sa trajectoire. Ceci entraine 
l'apparition d'un cone de rayonnement (cone de bremsstrahlung) le long de la trajectoire 
rectiligne. 
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3.3.2 Un deuxieme cas de trajectoire rectiligne : plateau de largeur finie 

Nous remplacons la ligne d'univers (13.3.11) par 



x» (r') 



a 



sinh oqt', - (v 2 e a ° T ' + Wie~ a ° T ') , 



— oo < r < +oo, 



(3.3.5) 



oii Ton a introduit les parametres supplementaires v\ et v 2 qui la differencient de (13.3.11) . On 
peut verifier par analyse dimensionnelle que v\ et v 2 ont la dimension d'une vitesse. Ici, r' 
n'a plus le sens physique d'un temps propre car dx^dx^ ^ dr' 2 . 

(13.3.51) permet de retrecir le plateau de la densite spectrale des photons emis a un intervalle 
fini de rapidite, dont les bornes sont donnees par 



1 - Vi 



V2 = +2 m 



1 + V 2 
1—V 2 



si Ton pose V\ = v 2 = 1, on retrouve, comme pour (13.3.11) , un intervalle infini de rapidite =>- 

Tlx — > -OO, T] 2 — > +OO. 

On s'interesse egalement au boost (13.3.31) sur le referentiel ou la composante longitudinale 
de 1' impulsion k de la particule est nulle (k\\ = 0) ; l'expression de la composante j° du 
courant s'ecrit alors, dans le referentiel K y , sous la forme 

j° (k) = J dr' cosh y cosh a r' — ^ sinh?/ (v 2 e a ° T ' — Vie~ a ° T '^j 

cosh y sinh a r' — - sinh y (v 2 e a ° T + t> 1 e _a ° T j 



exp 



a 



qui peut se recrire plus simplement comme 



3° (k) 



dr'-^— exp t i 
dr' y > 



.k 



cosh y sinh a r' sinh y fv 2 e a ° T ' + V\e ' 

2 V 

nous donnons de meme l'expression de sa composante spatiale 

j 1 (k) = J dr' ^ cosh y (v 2 e a ° T ' - Vie~ a ° T '^ - sinh y cosh a r' 
cosh y sinh a r' — - sinh y (^v 2 e a ° T + v ie~ a ° 



0; 



exp < 1 



(3.3.6) 



Le calcul de (13.3.61) est detaille dans rappendice |9.1.1| 



fl + ^2 

D 



dr' sinh (a r' + x) exp 



i—D sinh (aor' + x) 
a 



.2 f 1 + t> 2 

^ X £)2 1 

2 1 

z- — x - [tanh (7/2 — y) — tanh (771 



[wii^i (wi) 



avec Mi = — D(y, 771, 772). x est donne dans le meme appendice etD a comme expression 

a 



D 2 (y,r] U r] 2 ) 



tanh 772 — tanh 771 



tanh (772 — y) — tanh (77! — y) 
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La densite du nombre de photons rayonnes en fonction de y et k± s'estime par analogie avec 
(I3XT21) 

u (y ' k±) = 2^kf \m [tanh (r?2 ~ y) ~ tanh ~ y)]2 } (3 ' 3 ' 7) 

dans la limite asymptotique qui donne le "cut-off" k± « aoD(y, 771, 772). Le plateau pour la 
distribution de la densite du nombre de photons presente Failure de la Fig J3.7l dont l'expres- 
sion est ecrite ci-dessous, 

1 pour rji < y < r] 2 ; 

Af(y,k ± )oc{ exp[4(|77a| - |y|)] pour |y|>M; 

exp[-4(|77i| + \y\)\ pour |y|>|?7i| . 



N 




Fig. 3.7 - Densite du nombre de photons rayonnes a k± fixe en fonction de la rapidite y 



Le cas (13.3.51) generalise (13.3.11) et permet de retrouver, en particulier, la distribution de la 
densite spectrale des photons en fonction de y a k± dans un intervalle 771 < y < 7] 2 (plateau 
de la Fig |3.5l ). On retrouve egalement le "cut-off" du cas (13.3.11) au terme D(y, 771, r] 2 ) pres. 
Ce "cut-off" depend, bien sur, de la vitesse (ou de la rapidite) initiale et finale de la charge 
consideree. La densite du nombre de photons rayonnes en fonction de y est finie et sa valeur 
s'estime sans difficulte 

/a D(y,TH,r]2) 
M{y, k ± )d 2 k x oc In [a D(y, rj 1 , rj 2 )) . 

La hauteur du plateau est done modifiee par le facteur D(y, 771, 772)- 

Dans tous les cas discutes jusqu'a present, nous avons rencontre la dependance Af(kj_) oc 
Nous avons de meme predit la decroissance exponentielle du plateau au-dela d'une 
certaine limite en rapidite pour les photons emis a "haute frequence" k±_ > a D (photons 
virtuels ou reabsorbes par la particule). 

* Soit le cas particulier ou Ton prend v± = v 2 = v. Dans ce cas Failure du plateau pour la 
densite des photon rayonnes est la meme, par contre, il est symetrique par rapport a l'axe M 
et s'etend dans l'intervalle de rapidite — ~ In (fz 2 ) < y < +| In (^z 2 ) • La valeur du "cut-off" 

est k L w a D(y,r}). 

* Si Ton ne s'interesse qu'aux rapidites positives, on peut poser v\ = et v 2 = v dans 
(I3.3.5I ). Dans ce cas-ci, le plateau pour la densite du nombre de photons rayonnes ne s'etend 
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que dans l'intervalle des rapidites positives < y < \ In ■ Son allure est representee par 
le plateau de la Fig. |3.8l 

{1 pour rj » y; 

exp {Ay} pour y < 0; 

exp {4(7/ — y)} pour y ^> rj. 

La valeur du "cut-off" est ici k± m a A(y, rj), ou 

tanb.77 



A 2 (|/,r?) 



tanh (rj — y) + tanny 



iV 




Fig. 3.8 - Densite du nombre de photons rayonnes a k± fixe en fonction de la rapidite y 



Remarque : Si Ton fait y « 77 on obtient A(u) — > 1 et kj_ w a . Les photons emis ay ^ r] 
(aux frequences fc^ ~ flo) ne sont jamais reabsorbed par la charge et sont emis sous forme de 
rayonnement le long de la direction choisie : le cone de bremsstrahlung apparait. 



3.4 Trajectoire arbitraire 

Nous considerons enfin une trajectoire quelconque pour le mouvement de la charge. Nous 
rappelons l'expression du quadri-courant 

f(k) = ! dt ^L e ikx{t) . (3.4.1) 
J dt 

A ce propos, on ecrit la quadri-impulsion du photon, pour un mouvement quelconque, comme 

jfef = (k° = u, k 1 , k 2 , k 3 ). 
Puisque k^k^ = (photon reel) on a k = \k\ |. Nous recrivons (13.4.11) sous la forme 

/+oo 
dt {t) e ikx{t) . (3.4.2) 
-oo 

On sectionne la trajectoire de la particule chargee en trois parties. D'abord, nous considerons 
que sa vitesse itiale V\ est constante pendant l'intervalle de temps (— oo, t\), puis qu'elle subit 
Taction d' un champ externe pendant (t\ ,t 2 ), pour etre enfin acceleree jusqu' a la vitesse finale 
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v%. Pendant l'intervalle fa, +00) elle continue son mouvement inertiel jusqu'a l'infini. Le 
courant rayonne prend la forme : 



f(k)=f(k)_+f(k) c + f(k) + = f 1 dt v»(t)e ikx ® 

J —00 

+ / dt v» (t) e ikx(t) + / dt v^(t)e ikx{t \ 
Jti Jt 2 

II est connu des calculs precedents sur le bremsstrahlung que : 

f(k)_ = -i-^—e ikvitl , 
k ■ vi 



(3.4.3) 



f{k) =+i-^-e ik ^, 
+ k ■ V2 



et que 

~f{k) =-i dt I^tt] 4- eikxit) - ( 3 - 4 - 4 ) 



k ■ v (t) J dt 



En integrant (13.4.41 ) par parties, on obtient 

<2 rt 2 



" l k-v(t)j ti J tl dt \k-v(t) 



e ikx(t) 



i v 2 c ikv 2 t 2 + i v i e ikviti + i f t2 dt A [ HHJ^l I, e <*«(t) ) 
A; • t> 2 • f 1 7 tl \ A; • u (t) 



(3.4.5) 



et, finalement 



/" (/. 1 = / dt v» (t) e ikx ® = 1 dt 4- Ii^$t !> e lkx ^. (3.4.6) 
J -co J tl dt [k-v{t)) 

L'identite (13.4.61) sera utile pour la generalisation de notre analyse a une ligne d'univers 
arbitraire ; elle permet notamment de ne s'interesser qu' a l'intervalle de temps pendant lequel 
la particule rayonne (temps de l'interaction avec un champ externe). 

On demontre, en particulier, que 1' existence d'un "cut-off" pour kj_, comme celui qui a ete 
trouve dans le cas d'une trajectoire rectiligne est universel. II sera done generalise au cas 
d'une trajectoire quelconque. D'abord, on considere que la phase <p {t) = kx (t) varie peu 
dans l'intervalle de temps (ti, t 2 ). 

(t 2 ) - <p {h) ~ ^At =(u-k- v At < 1 (3.4.7) 

Si k est perpendiculaire a la vitesse v, k.v = 0, uAt ~ 0, on est dans le cas considere en 
!3.2.2l ou 1' acceleration est infinie. 

On pose k = (u, k\\, k±j 0, k 2 = = u 2 — k\ 2 — k\ (puisque les photons sont reels) 
k\ = uj 2 — k\ 2 . Puisque v _L k± : 

l^-K i-v 2 \ 

\uj -k\\[v + \- 1)1 At = \uj - h\ + h\ (1 - v)\ At = -1 + hi \ At < 1, 

L " v /J \ uo + fell 11 1 + v ) 



3 l'impulsion longitudinale fc|| et l'impulsion transverse k± sont definies par rapport a la direction du mou- 
vement de F electron sortant 
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que Ton peut recrire 

k 2 1-v 2 



+ u— — At<l. (3.4.8) 



^uo + k\ 

Nous pouvons considerer que u m k\\ S> ceci impose 

1 l 

1) si 1 — v = 0(1), le deuxieme terme dans (|3.4.8I) est dominant =>■ — = uo <C — dans le 
cas relativiste ; 

Ik 2 1 

2) si 1 — v <C 1 , le premier terme dans (13.4.81 ) est dominant =>- — ~ — <C — dans le 

tj 2lo At 

cas ultra-relativiste qui nous interesse. tf est le temps de formation de l'etat virtuel associe a 
cette emission. 

2) =>• k± <C J <C — . L'exponentielle dans 1' expression du courant (13.4.61) peut etre 
negligee et on l'estime selon 



k.v (t 2 ) k.v (ti) 



( ' J tl dt \k.v(t)S J tl dt \k.v(t)S 

7 

tandis que les hautes frequences sont supprimees par le "cut-off" k± « — dont le second 
membre a la dimension d'une acceleration propre. 

3.4.1 Courant dans le referentiel ou fen = 0, direction arbitraire 

Nous nous interessons, comme dans les cas precedents l3.3.U3.3.2[ a l'expression du courant 
dans le referentiel ou l'impulsion longitudinale du photon est nulle k« = 0, pour une direction 
maintenant arbitraire du mouvement. Nous effectuons un boost sur le referentiel K y ou la 
rapidite du photon est egale a y. On definit la vitesse du boost selon (3 = tanhyn^. Les 
transformations de Lorentz de l'espace-temps et de la quadri-impulsion le long 
d'une direction arbitraire na sont donnees respectivement par [fT8l 

*' = T 03)(t-/3.f), Lu' = 7 ((3)(u-0-ky 



r' = r + ■ ~ k' = k^^(0 ■ k)0- >y(/3)0u,, 



ou 7(/3) = — j3 2 = cosh?/ est le facteur de Lorentz. Le quadri-vecteur k^ = (u = 

k°, fen, k±) obeit a la meme loi de transformation que = (t, r). II est de meme utile d'ob- 
tenir le courant dans le referentiel ou la composante longitudinale de sa quadri-impulsion 
est nulle k! ^ = (u',0,P ± ) 0, ainsi, k' ■ r' = k' ± ■ r ' = (k' ■ v' = k' ± ■ v' = 0) 
ou v' est la vitesse de la charge dans le nouveau repere. L'invariance de Lorentz entraine 
ujt — k-r = uj't' — k'-r' = co't'. De plus, k'.v'(t') = u>' car k' ± _L v' dans le nouveau repere, 
et t>' M = (1, v'). De nouveau (pour une trajectoire arbitraire) 



hoo 

f°= I dt'e iuJ,t = 0, (3.4.9) 

J — oo 

et l'expression pour la composante spatiale a trois dimensions peut etre obtenue a partir de 
(I3A61) 

j> = % T dt'^[v'{t')} e^' = - t T dt' a' {t') e"* = -~a\J). (3.4.10) 
oj' y t / at' u)' y t / u' 

4 k' = (0,k' ± ). 



i "i 
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Si maintenant on considere que la phase 4>'(t) = u't' varie peu dans l'intervalle de temps 
[ti, t 2 ], uj'(t' 2 — t[) <C 1, nous retrouvons le "cut-off" en u' = k' ± <C 1/ (t' 2 — t[) = [a' ] qui 
est homogene a une acceleration propre. Par consequent, 

j' = — [v\t> 2 ) - v'(t[)} . (3.4.11) 

Nous retrouvons la condition 2) du paragraphe precedent 13.41 en utilisant la relation entre 

At = t 2 — h et At' = t' 2 — t[ (dilatation du temps) qui decoule des transformations de 

7 

Lorentz, soit At = 7 At'. Cette derniere entraine k± = k' ± « — . Ce resultat n'est pas 
surprenant car k± est perpendiculaire a la vitesse de la charge. 

On remarque dans (13.4.1 II) l'apparition d'un premier cone de bremsstrahlung le long de la 
direction de la charge entrante, et d'un deuxieme le long de la charge sortante, car celle- 
ci est deviee de sa trajectoire initiale. En particulier, nous venons de prouver que la nature 
du courant est independante de la ligne d'univers suivie par la charge entre les evenements 

£i(ti)et t 2 (t' 2 ). 

L'universalite du "cut-off" est done demontree dans le cas general (direction arbitraire du 
mouvement). Sa nature est classique et se generalise a toute trajectoire. Ici, nous avons decrit 
les aspects generaux des distributions uniformes en fonction de la rapidite (log 0). Comme 
il sera demontre prochainement, pour que la particule chargee rayonne, il faut que Tangle 
d'emission soit inferieur a Tangle de diffusion de la charge (6 7 < 6d) par rapport a sa 
direction initiale. 

En CDQ, la charge change de direction de mouvement ainsi que d'etat de couleur; or, du 
fait que le courant de couleur se conserve, ce dernier entraine l'apparition d'un cone de 
rayonnement aux angles superieurs a Tangle de diffusion du parton emetteur (0 9 > Od). 
La contrainte (6 7 < 9d) en EDQ est remplacee par une contrainte angulaire ("Angular 
Ordering" en anglais) sur les angles des emissions successives des gluons mous en CDQ. 



3.5 Section efficace du rayonnement mou 

Dans le but de calculer la section efficace du rayonnement mou en EDQ [4JL1J (voir Fig. 13.11) . 
on prend le module au carre de T amplitude (|3.1.5I) que Ton projette sur les etats de polarisa- 
tion (A) du photon, on effectue la somme sur (A) en tenant de meme en consideration Tespace 
de phase du photon mou 

A — 1,2 

ou dW e i =| M e i | 2 . La somme s'effectue sur les deux etats de polarisation physiques du 
photon reel, qui sont decrits par des vecteurs normalises orthogonaux a la quadri-impulsion 
k du photon et entre eux, soit 

4(k) ■ e; A ,(fc) = -5 X y, e^{k) ■ k, = 0; A, A' = 1,2. 

Dans ces conditions, les vecteurs de polarisation peuvent etre choisis de plusieurs manieres. 
Neanmoins, cette incertitude n'affecte pas le calcul des observables physiques, grace a Tin- 
variance de jauge. C'est pour cela que le tenseur de polarisation peut s'ecrire sous la forme 



^ e^e* x v = -g^ + tenseur proportionnel a W '. (3.5.2) 

A=l,2 
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Puisque le courant se conserve j^k^ = 0, on peut negliger le dernier terme de (13.5.21) . Dans le 
but de calculer la production des photons mous, au lieu d'utiliser les polarisations physiques, 
nous pouvons simplement, en vertu de l'invariance de jauge, choisir la plus simple (jauge de 
Feynman) 



«r = -<r- 



A=l,2 

On definit alors le nombre de photons de bremsstrahlung produits en divisant (13.5.11) a gauche 
par le module au carre du terme de Born 

dN=^- = -^(ffudud^ (3.5.3) 

dWel 4.7T 

a du dfL 1 — cos Qd 



7T U 2n (1 — COS @i)(1 — COS G2) 

oua = e 2 /4.7r represente la constante de couplage des interactions electromagnetiques. 
Dans (13.5.31) nous avons pris la limite relativiste 1 — v\, 1 — v 2 -C 1 : 

- (ff = 2 ^^ 2 ) (l + O (— YU - (1 " Hl ' ^ (3.5.4) 

(pi ■ k) (p 2 ■ k) \ \PoJJ uj 2 (1 - n ± ■ n)((l - n 2 ■ n)) 

ou n, Hi et n 2 sont des vecteurs unitaires qui representent les directions du photon emis, 
de l'electron entrant et de l'electron sortant respectivement par rapport a l'axe Ox. (13.5.41) 
ne tient pas compte des contributions dans les regions a tres petit angle 0? < (1 — vf) = 
m2 /Poi ^ 1 car l e rayonnement des photons mous s'annule alors ("cone d' extinction"). Si 
le photon est emis a petit angle par rapport a la particule entrante Q 1 <^ Q 2 — ©d> le spectre 
du rayonnement (13.5.31) prend la forme 

a sinOirfOi du a dQ 2 cLu 
dN -~ T, ~~rh\ —-- -7W-- (3 - 5 ' 5) 

7T (1 — COS Hi) UJ 7T Kyf LU 

Deux cones de bremsstrahlung apparaissent le long des directions de la particule entrante 
et sortante. A l'interieur des cones le rayonnement possede une double dependance loga- 
rithmique qui montre une divergence molle en duj/uj (car le photon est mou) et une autre 
colineaire en dQ 2 / 6 2 (car le photon est emis a petit angle). Cette double contribution loga- 
rithmique (13.5.51) est un ingredient dans la construction des equations d' evolution partoniques 
dans les jets hadroniques (voir les articles [l(J[TT]et[T2]). Si Ton choisit les variables 

£ = \n[uj], y = ln[9] 

on recrit (13.5.51) sous la forme 

2a 

dN~—d£dy (3.5.6) 

7T 

que Ton rencontre dans les equations d'evolution partoniques du spectre et des correlations 
des particules (3.12,3.13) et (3.35,3.36) dans 1' article HB 

3.6 Introduction a la coherence 

Dans la jauge de Feynman, le terme d' interference entre les deux emetteurs en (13.5.31) est 
dominant, a savoir 



dN oc 



j 12 2{p x .p 2 ) 



Pi P2 



(pi ■ k) (pi ■ k) 



{pi ■ k){p 2 ■ k) ' 



(3.6.1) 
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On ne peut done pas deceler quelle partie du rayonnement est associee a la particule chargee 
entrante ou sortante. Nous considerons alors le calcul detaille de (|3.5.1I) en fonction des 
polarisations physiques du photon. Dans cet objectif, on se place dans la jauge de radiation 
(hors sources) ; dans celle-ci, le tri-vecteur A satisfait V • A = 0, alors que la composante 
temporelle est nulle, e'est a dire A = 0. Dans cette jauge le photon est done decrit par deux 
tri-vecteurs orthogonaux entre eux et a son impulsion, on a 

(e x -e xl )=5 xy , (i x -k = 0). (3.6.2) 

Ainsi, il ne reste que deux etats de polarisation physiques. On effectue ensuite la somme sur 
(A) et on trouve 

A=l,2 a,0=1...3 

ou a, (3 representent les trois coordonnees spatiales. On recrit le courant mou (|3.1.6I) sous la 
forme d'un tri-vecteur — > Vip 0i , on utilise les expressions suivantes 



W 

k 2 



u? sin 2 Q h (3.6.4) 



= viv 2 {cos 12 — cos 6i cos 6 2 ), (3.6.5) 



et on obtient 



Ici, 



a r , duo dVt 

dN = -{n 1 + n 2 -2J}——. (3.6.6) 

7r uj Air 

W.= ,/ ?SiD2e ', „ -1,2, 0.6.1) 
(1 - Vi cos Qi) 2 

_ viv 2 (cos 6i2 - cos 6i cos 9 2 ) 
3 = T\ 7TXT\ FTT (3.6.8) 

(1 — Vi cos Bi)(l — v 2 cos fc>2j 

Les contributions IZi , 1Z 2 (|3.6.7I) sont independantes ; elle sont attachees au rayonnement 
de la charge initiale et diffusee respectivement. L' expression du terme d' interference est 
donne par J (I3.6.8I ). La somme des trois contributions decrit alors remission coherente des 
photons. On peut egalement verifier que (13.6.61) est equivalente a (13.5.31 ) dans la jauge de 
Feynman, soit 

Remarque : la physique dans ce probleme est la meme que celle qui explique 1' interference 
de la lumiere quand celle-ci traverse les trous d'Young : l'intensite de la lumiere sur un 
ecran situe a une distance finie des orifices (cette distance etant tres superieure a celle qui 
separe les trous) est proportionnelle a la somme independante des modules au carre du champ 
electrique et du terme d' interference. 

3.6.1 Le role de 1 'interference ; contrainte sur les angles d'emission 

Dans la limite ultra relativiste (Vi — > 1) on a 

% - .Z'" 29 ' i =1-1, (3.6.9) 

(1 — COS <C>i) z di 
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cos6i2 - cos 0i cos 6 2 a 1 + a 1 -a 12 1 

J ~T\ rwi m = 1 (3.6.10) 

(1 — cos Bi)(l — cos 2 J ax.a 2 

pi 

ou Ton a introduit les notations n = — , rii = —n et 

ai = 1 — n • ni = 1 — cosOi, a 2 = 1 — cos9 2 , 

ai2 = 1 — ni • n2 = 1 — cos Bj. 

Les termes Oj sont negligeables quand les angles deviennent petits a ~ |6 2 . La contribution 
apportee par IZi au rayonnement prend une dependance logarithmique qui s'etend jusqu'aux 
limites des grands angles a < 1 

dNi oc ^isinBc/B oc — . (3.6.11) 

ai 

Neanmoins, le terme d' interference supprime le rayonnement lorsque Tangle d'emission 
devient superieur a Tangle de diffusion de la charge 

da da d& 2 

dN oc 7^ C oher sin BrfB = 2ai2 oc — oc — — , ai ~ a 2 > a 12 . (3.6.12) 

ai.a2 a B^ 

Dans le but de quantifier ces effets de coherence on ecrit les contributions 

2 ai + a 2 — a 12 a 12 + a 2 — a,\ 



V 1 = K 1 - J 
V 2 = TZ 2 -J 



a\ a\.a 2 a\.a 2 

2 a\ + a 2 — a 12 _ a 12 + a 1 — a 2 _ 
Q2 Qi.q 2 a\.a 2 
n co ^. = V x + V 2 . (3.6.13) 



L amplitude d'emission Vi peut etre encore consideree comme etant associee a la charge i 
(Yi est singulier si a\ — >• et vice versa). Puisque V\ depend de la direction de son partenaire 
2, on ne peut pas considerer des probabilites independantes mais conditionnelles. Puisque 
Temission des photons mous presente une symetrie azimutale, on prend la moyenne de V 
sur Tangle d'emission du quantum rayonne par rapport a Tangle (n, ni) et on en deduit que 
la probabilite V\(n, n\\ n 2 ) s'annule a Texterieur du cone d'angle d'ouverture Q d (angle de 
diffusion), soit[£| 



f 2n d(j)fi j? 2 
< Vi > az i mut = / n,ni ^i(n, fix; n 2 ) = —d(a l2 - at). (3.6.14) 
Jo llx a i 

Or, a 2 change sous Tintegrale (13.6.141) . tandis que a\ et a\ 2 sont fixes. Le resultat decoule de 
Tintegrale angulaire 

= 1 7^ 7^7 = I r (3.6.15) 

27T a2 I cos 0i — cos Bd I \ai 2 — ai\ 

Nous pouvons conclure que le resultat s'exprime comme la somme des probabilites as- 
sociees a Tapparition de deux cones de bremsstrahlung independants d'angle d'ouverture 
©d/2 centres sur les directions des vecteurs n\ et n 2 . Au dela de cette region, la section 
efficace s'annule, autrement dit, le rayonnement des photons mous est supprime. 



5 voir le calcul de cette integrate dans rappendice |9.1.2| 
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Cette propriete est connu en anglais comme Angular Ordering (AO), il s'agit d'une contrainte 
d'apres laquelle les angles sont forcement ordonnes (dans le sens ©a > © 7 ) ; si ce n'etait 
pas le cas, il n'existerait pas d'emission. Cette condition constitue l'un des ingredients dont 
on doit tenir compte dans la generalisation des equations de Dokshitzer-Gribov-Lipatov- 
Altarelli-Parisi, DGLAP [10J aux domaines de petits x (fraction de l'energie emportee par 
un parton dans un jets, ex. collisions e + e~), a savoir, dans 1' approximation MLLA (Modified 
Leading Logarithmic Approximations) qui decrit la structure interne des jets partoniques en 
CDQ. 



3.7 Interpretation de la contrainte sur les angles d ' emission 
de photons en mecanique quantique relativiste 

Pour quelle raison le rayonnement est-il supprime lorsque Tangle d'emission depasse Tangle 
de diffusion ? Pour repondre a cette question nous utilisons quelques aspects essentiels de la 
mecanique quantique. Un electron physique est une charge entouree de son propre champ 
coulombien. Du point de vue quantique, le champ coulombien associe a la charge peut etre 
interprete comme un ensemble de photons virtuels emis et aussitot reabsorbed par celle-ci 
au bout d'un intervalle de temps fini. Les processus d'emission et de reabsortion virtuels 
forment un etat que Ton appelle "electron physique". 

Cette coherence est partiellement perturbee lorsque la charge subit une perturbation externe. 
Par consequent, une partie des fluctuations intrinseques du champ stationnaire est rayonnee 
sous forme de photons reels et, ainsi, un cone de bremsstrahlung apparait le long de la direc- 
tion du mouvement initial de la particule. Finalement, dans le processus de regeneration du 
nouveau champ coulombien qui suit la direction finale du mouvement, un deuxieme cone de 
bremsstrahlung apparait le long de la charge diffusee. 

L'intervalle de temps qui s'ecoule entre T emission et la reabsortion du photon de quadri- 
impulsion k par T electron de quadri-impulsion pi est proportionnel a T inverse du propaga- 
teur de Tetat virtuel de quadri-impulsion (pi — k) (voir Fig . 13. II gauche), soit 



E x E l 1 uj 

= ~ ~ — - 

\ m2 ~~ (Pi ~ ^) 2 | 2pi-k ujQ 2 k\ 



^fluct ~ jzy> — — ttjt = — — ~ — -£21 (3.7.1) 



ou Ton a effectue T approximation des angles colineaires : k± ~ luQ k\\ ~ uj. Le temps 
de la fluctuation peut etre important pour de faibles energies to et devenir le parametre fonda- 
mental de certains processus en EDQ. On considere un electron qui a diffuse sur un champ 
electrique externe sous un angle <d d par rapport a la direction de sa trajectoire initiale. Que 
le photon emis soit reabsorbe depend, en particulier, de la position finale de la particule par 
rapport a la coordonnee attendue par celle-ci. Nous allons done comparer le deplacement de 
la charge Af par rapport a la largeur du champ du photon, A11 ~ oj^ 1 , \± ~ kj 1 ou A est sa 
longueur d'onde. On a 

Ar„ ~|« 2|| - v n \ t fluct ~ ©2-^ = \ Ay ^ A,,; (3.7.2) 

Ar ± ~ cQ d t Mct ~ Q d -Lj = f^j X ± & X ± . (3.7.3) 

Si Tangle de diffusion est grand, ©d ~ 1, le deplacement de la charge est superieur a sa 
longueur d'onde pour toute valeur de ; les deux cones de bremsstrahlung apparaissent. 
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Si Tangle de diffusion est petit 6^ <C 1, il n'y a que les photons emis a < 6^ qui 
peuvent observer la deviation de la charge et, par consequent, realiser la perturbation de 
l'etat coherent. C'est pour ces raisons que le rayonnement de bremsstrahlung n'a lieu qu'aux 
angles qui sont inferieurs a Tangle de diffusion; ceci est equivalent au "cut-off" que Ton 
trouve pour k± dans 13.4. 11 Les autres composantes ont une longueur d'onde importante et 
peuvent etre facilement reasorbees par la particule. Le temps de formation du rayonnement 
est court aux grands angles d'emission et les photons qui sont emis a O > © d ne realisent pas 
la deviation de la charge. Lorigine physique du "cut-off" en k± est associee a T apparition de 
cette contrainte pour les angles 6 < Od (AO) et sera utilisee dans T integration des equations 
d'evolution des observables physiques dans les travaux [TOl [TP et [T2l 

Pour conclure ce paragraphe, on remarque que dans le cas ou ^> Od (le photon ne realise 
pas la deviation de la charge), p\ ps p 2 ~ p et, par consequent, le courant (13.1.61) s'annule. 



3.8 Rayonnement de bremsstrahlung en CDQ 



Nous generalisons le courant de bremsstrahlung (13.1.61) en CDQ pour Temission des gluons 
mous en injectant le nouvel ingredient de la theorie, c'est a dire la couleur. Ainsi, les fac- 
teurs de Lorentz (pf/Pik) doivent etre multiplies par les facteurs de couleur ll20ll associes a 
Tinteraction quark-gluon, c'est a dire les matrices de Gell-Mann fl4) (voir Fig. 8) 



th a 



(px ■ k) 



-t a t b 



P2 



(P2 ■ k) 



(3.8.1) 



On definit As 



Pi 



(Pi ■ k) 



et on utilise la decomposition 



t a t b 



que Ton peut recrire sous la forme 

1 



f = -(A l -A 2 ){t b ,t a } + (Ai + A 2 ) [t\t a ] 

= ^{A x - A 2 ) (r^6 ab + d abc A - 1 -{A, + A 2 )if abc t c . 



(3.8.2) 
(3.8.3) 



Dans Tobjectif d'en deduire la probabilite de Temission, il faut determiner et effectuer 
la somme sur les etats de couleur. Nous avons 



>ab 



2N C 



(AT? - 1) 



1 



2N C 



-Cv 



IN 2 - A o N 2 - 4 



4 Nr. 



AN 
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Le facteur commun C F appartient au terme de Born de la section efficace (non-radiative). Le 
spectre du rayonnement prend la forme 

dN k i;T,i'-it=(w c + ^r) {Ai ~ A ^ ■ ~ A ^ (3 ' 8 - 4) 



couleur 

+ -?-(Ai + A 2 ) ■ (At + A 2 



que Ton peut simplifier en 

dN oc C ¥ {Ai - A 2 ) ■ [A t - A 2 ) + N c Ai ■ A 2 . (3.8.5) 

Les points symbolisent la somme que Ton doit effectuer sur les etats de polarisation des 
gluons. Nous utiliserons les projecteurs (13.6.41) et (13.6.51) pour determiner cette somme 

Ai ■ A 2 = ( A ^ eW ) (^e (A) )* = J{^ ~(AiA 2 )} . (3.8.6) 

A=l,2 

La section efficace se simplifie finalement a l'expression suivante 

dN ocC F n coh6l + N c J. (3.8.7) 

Le terme proportionnel a Cp en (13.8.71 ) represente les deux cones de bremsstrahlung que Ton 
a deja trouves dans le cas abelien en EDQ (13.6. 13b , ils sont respectivement centres sur les 
direction du mouvement du quark entrant et diffuse 6i, 6 2 < 0d (contrainte sur les angles 
"AO"). Le deuxieme terme, d'origine non-abelienne, est proportionnel a la charge de couleur 
du gluon. II a (13.6.101) comme expression, soit 

J= 1 1 --1, (3.8.8) 

a\.a 2 

qui reste non-singulier dans la region d'emission aux petits angles ©! <C Od, 6 2 <C Od- En 
meme temps, il remplit la region qui correspond aux angles d'emission superieur a Tangle 
de diffusion du quark 6 = 0i « 6 2 3> 0d ou 

dN ondQ J cxsmQdQ (--1 oc — -. (3.8.9) 

\a J Q 2 

Si Ton integre sur Tangle azimutal autour de la direction de mouvement du quark entrant, 
on obtient 

f *7 = 1 fi + = A„(e, - 6 d ) - 1. (3.8.10) 

J Ztt ax \ \a x - a 12 \J ai 

C'est ainsi qu'un troisieme cone de bremsstrahlung, d'origine non-abelienne apparait. On 
peut aussi intuiter ce resultat sans effectuer les calculs precedents. Pour toute representation 
R de SU(N C ), on peut recrire (13.8.11) sous la forme 

•/J rpbrpa Pi rparpb _P2__ ^ /rpbrpa rparpb\ P (3 8 11) 

Pi ■ k pi ■ k pi ■ k 

On rappelle la forme generale de la relation de commutation de SU (N c ) 

[T a (R),T b (R)]=iJ2fabcT c (R), 



45 




Fig. 3.9 - Representation diagrammatique de la relation de commutation 



qui peut se representer diagrammatiquement sous la forme de la Fig J3.9l 
tel que Ton obtient 

f(j,T « (tf abc ) 2 ex N c , 

qui est le facteur de couleur associe au module au carre du diagramme a droite dans la 
Fig J3.9[ Ainsi, le rayonnement a > 6 d ne depend pas de la nature (etat de couleur) du 
projectile. 

Les gluons de bremsstrahlung se transforment, lorsque les distances entre partons croissent, 
en hadrons observables. Dans le prochain paragraphe on donne un exemple d' application de 
ces proprietes a 1' identification du canal de production du boson de Higgs. 



3.9 Application a 1 'identification des canaux possibles dans 
la production du boson de Higgs [BIjl 



Si on utilise la rapidite comme variable, elle vaut 77 = In _1 pour les emissions de gluons 
colineaires. Ainsi, la distribution logarithmique angulaire (13.8.91) presente un plateau de ra- 
pidite dN ex dr\. 





Fig. 3.10 - Diffusion W + W (gauche) et gg (droite) dans la production du boson de Higgs 



Or, a tres haute energie, on connait deux mecanismes possibles (ou canaux de production) 
qui interviennent dans la production du boson de Higgs, il s'agit de W + W~ — >• H et de la 
fusion gluon-gluon gg — ► H (voir Fig. |3.10l ). Puisque 1' impulsion transferee est de l'ordre 
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de la masse du boson dans le canal t, (— t) ~ M\, sa production est un processus qui fait in- 
tervenir les interaction fortes (quark-gluon, anti-quark-gluon, gluon-gluon). Par consequent, 
les quarks diffuses, etant soudainement acceleres, rayonnent des gluons de bremsstrahlung. 
L' angle de diffusion dans ce processus est donne par 0^ ~\t\/s ~ Mjj/ ' s (voir appen- 
dice 19. 1 .3b . Dans le cas du canal WW, les bosons W n'echangent pas des etats de couleur, 
a savoir les quarks entrants n'echangent que leur etat de saveur; ainsi, le courant (13.1.61) 
est suffisant pour predire Failure de la distribution en fonction de la rapidite des hadrons 
qui accompagnent le Higgs, a un facteur de couleur pres. Dans le cas de la fusion gg, les 
quarks sortants prennent un autre degre de couleur sous l'echange des gluons. Le courant 
mou rayonne est done donne par (13.8.11) . L' allure de la distribution hadronique finale est 
donnee par un plateau pratiquement uniforme I12TTI dont la hauteur au centre (r/ petit ou 
grand), d'apres (13.8.71) . est proportionnelle a iV c . En effet, il n'y a que le terme d' interference 
(J'), qui l'emporte dans 1' approximation des grands angles (cone de bremsstrahlung d'ori- 
gine non-abelienne). Si Ton s'eloigne de cette region, soit vers les grandes rapidites (petits 
angles), e'est a dire vers les regions de fragmentation (?7 max >| rj |> hi6 d 1 , ou < 6d), 
les deux cones de bremsstrahlung (comme en EDQ) donnent une densite hadronique propor- 
tionnelle a 2 x Cf ~ N c . 

Dans le cas WW, il n'y a qu'une contribution, e'est a dire le terme oc Cf dans (13.8.71) . 
Un "gap" ETI de rapidite qui s'etend sur l'intervalle | rj \< \n(y/s/M H ) apparait dans 
la region 6 d < alors que la densite hadronique dans la partie < d , de largeur Ar) = 
Vmax— ln0d ~ In Mjj, est donnee par deux pics de hauteur oc Cp (soit une densite oc 2xCp). 
Cet exemple montre comment la CDQ aide a 1' identification des canaux de production du 
Higgs dans le futur LHC (Large Hadron Collider). 
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Chapitre 4 



Approximation Doublement 
Logarithmique (DLA) 

Dans ce chapitre nous commencons l'etude du schema probabiliste qui a mene au calcul des 
observables physiques dans les jets hadroniques. Nous donnons, en particulier, les details 
techniques exposes par Fadin dans son article (81 sur 1' estimation de la section efficace de 
production de N gluons, ou il a developpe le schema de resommation DLA. 
Nous considerons en premier le cas le plus simple, a savoir 1' annihilation e + e~ en une paire 
quark-anti-quark, suivie de remission de deux gluons de bremsstrahlung (e + e~ — > qqgig-z)- 
Nous nous limiterons, dans remission de gluons mous, a 1' approximation qui neglige le 
recul de la particule chargee emettrice. Elle ne fait intervenir que les contributions double- 
ment (pour infrarouge et colineaire) logarithmiques dont on a deja rencontre la forme au 
paragraphe d .51 eq J3.5.6[ Elle constitue le principale ingredient dans l'estimation des obser- 
vables physiques que Ton peut mesurer dans les grands colli sionneurs des particules (LEP, 
Tevatron, LHC), sa contribution, etant dominante 

^logg«l, ftlog-g-lfl (4.0.1) 

V v ' V v ' 

LLA DLA 

Nous decrivons aussi la structure interne des jets hadroniques en imposant des contraintes 
sur les angles d'emissions des gluons mous, compatibles avec (14.0.11) . de sorte qu'il ne se 
produise pas d' interferences destructives entre eux {coherence des gluons mous en CDQ, 
dont on a deja explique l'origine physique au chapitre precedent). 

Une bonne comprehension de ces questions nous permettra de construire 1' amplitude (M/v) 
associee a la production de N gluons de bremsstrahlung ; on etendra le cas de la produc- 
tion de deux gluons au cas de remission de iV gluons e + e~ — > qq + Ng. Nous utiliserons 
les techniques exposees au chapitre precedent pour simplifier les expressions obtenues. On 
remarquera a nouveau la factorisation des amplitudes molles (phenomene classique) dans 
le terme de Born. Nous tiendrons aussi compte des corrections virtuelles a une boucle ; ce 
resultat sera toutefois donne sans demonstration. 

Nous ferons un resume du formalisme du calcul des jets [5] a l'aide de la Fonctionelle 
Generatrice (FG) qui satisfait une Equation Maitresse (EM) (voir [6] et references incluses). 
Celle-ci constitue le point de depart dans la construction des equations d'evolution que satis- 
font les observables inclusives dans les jets hadroniques. Nous nous interesserons au cas du 
spectre inclusif d'une particule a l'interieur d'un jet dans le cadre DLA Il9"l ll23l et donnerons 

l Q est la durete du processus et Qq, le "cut-off" (masse du gluon) ou 1' impulsion transverse minimale du gluon 
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les idees, ainsi que les techniques qui facilitent la comprehension des travaux [TOl ITTI et [T2l 
Nous effectuons, en particulier, le calcul detaille du spectre par la methode du col (voirO. 
Nous donnerons, dans le paragraphed les techniques utilisees dans 1' article [TTIpour le calcul 
exacte des correlations a deux particules a petit x, dans un jet. 



4.1 Amplitudes multi-gluoniques a l'ordre des arbres pour 
la collision 

e + e~ — > qq + Ng (N = nombre de gluons mous co- 
lineaires rayonnes) 

Nous considerons le processus le plus simple en CDQ, soit la collision leptonique e + e~ — > qq 
a tres haute energie. 

4.1.1 Notations et variables utilisees 



p + = (E + ,p + ) quadri-impulsion du quark q, 

P- = (£L,p_) quadri-impulsion de 1' anti-quark q, 

ki = (u>i,ki) quadri-impulsion du gluon mou g i; 

— quadri-vecteur de polarisation du gluon mou (A = 0, . . . , 3)., 

a i — indice de couleur du gluon i . (4.1.1) 

4.1.2 Contrainte energetique 



Dans 1' approximation DLA on cherche la contribution logarithmique la plus importante au 
calcul de la section efficace de production de N gluons de bremsstrahlung |[6l : 

/N , 3 , 
\M N \ 2 i[^<x(g 2 s lo g y (4.1.2) 
i=i 1 

Dans l'objectif d'isoler une telle contribution, on demontrera que chaque gluon mou et co- 
lineaire apporte deux contributions logarithmiques dont le produit est dominant (voir l4.0.TI) . 
C'est pour cela que les emissions des gluons que Ton considere doivent se succeder de sorte 
que leur energie decroisse considerablement pendant revolution du jet 

E± > ui > u 2 > ■ ■ • > u N . (4.1.3) 

En effet, si uoi ~ uj k , il se produirait, au moins, la perte d'une contribution logarithmique 
molle. 



4.1.3 Choix de jauge 



Pour simplifier l'analyse des logarithmes colineaires, nous utiliserons une jauge dite "physi- 
que" oil le vertex associe au gluon dans les cas q — > qg et g — > gg s'annule pour les emissions 
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colineaires. II s'agit de la jauge planaire qui a ete utilisee dans le cas de la Diffusion Pro- 
fondement Inelastique [|24l| ("DIS" en anglais). Dans cette jauge, le propagateur du gluon 
s'ecrit sous la forme 



ou 



(k-c) • 



(4.1.4) 



(4.1.5) 



Nous considerons un vecteur de jauge c M proportionnel a la quadri-impulsion totale de la 



paire e^e , c p 



P- 



p++p- 



z— dans le referentiel du centre de masse, 
dans tout autre referentiel, 



c'est a dire a = 1/ (E + + EJ). Maintenant on s'interesse a 1'evaluation du produit scalaire 

p t ld fll/ (k)p u _. Nous avons, 



or 



P+d^(k)p u _ =p+-p- 
k ■ p + + k ■ p. 



(p+ ■ k)(c-p-) + (p+ ■ c)(k -p_) 
(k-c) 



k ■ c 



E + + E. 



c • p + = c ■ p_ 



P+-P- 
E+ + E, 



done p1d fll/ (k)p u _ = 0. Cette interessante propriete de la jauge planaire suggere que les 
quarks q et q emettent des gluons independamment. Nous pouvons done traiter les jets 
comme des objets qui n'interferent pas. Dans le cas du "DIS", cette propriete a permis de 
passer des diagrammes de Feynman aux diagrammes en echelle (|24|. 
Dans le calcul exact de la section efficace du processus (14.1.21) . on doit effectuer une somme 
sur les etats de polarisation "physiques" et de N gluons "reels" : 



,(1,2) 



\ki) ' k, 



0. 



(1,2) 

e) ' ■ c 



0. 



(ef 



-1. 



Dans 1' analyse des diagrammes de Feynman on a des gluons virtuels portant les quatre etats 
de polarisations possibles (tranverses et longitudinales). Cependant, on va demontrer que 
1' importance des polarisations longitudinales est negligeable par rapport aux polarisations 
transverses, autrement dit, la projection des amplitudes sur les etats de polarisations trans- 
verses (physiques) est dominante par rapport a celle que Ton obtient lorsqu'on les projette 
sur les etats de polarisations longitudinales (non-physiques) ejL et ejL (voir [|6l et references 
incluses) 



d,u(k) = -J2^(k)ei x \k), 



(4.1.6) 



A=0 



,(0,3) 



(*) 



kfx i yk^c^ 



2uj(uj ± Vk 2 ) 



i/2- 



(4.1.7) 
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Fig. 4.1 - Processus considere, e + e — > qqgig2 a gauche et e + e — > qqg29i a droite. 



4.2 Amplitude du processus e + e — ► qqgxg^ 



Les diagrammes de la Fig J4.ll sont du meme type qu'en EDQ pour le processus que Ton 
considere. L' expression des amplitudes est obtenue a partir des regies de Feynman flUED : 



M° 



m + ■/>+- fti 



m? — (p + — ki)' 



m 2 — (p + — k\ — k 2 ) 2 
g s t ai Y e liV (hi)u(p+,s+), 



(4.2.1a) 



M b 



m + fi+ - % 



m 2 — (p + — k 2 — k\) 2 
g s t a2 Y e 2>v (k 2 )u(p + ,s + ), 



(4.2.1b) 



m 2 - (p + - k 2 ) 2 

En CDQ on doit ajouter une amplitude supplementary Fig J4.2[ ou Ton inclut le couplage 




Fig. 4.2 - Processus considere, e + e — > qqg\g 2 avec un vertex a trois gluons, deja evoque 
au chapitre precedent 
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non-abelien a trois gluons, 



if ai a 2 ct c g s e^{kx) e v 2 (k 2 ) l P v P (k u h, -k) u(p+, s+), 



-y pup est le facteur de Lorentz associe au vertex non-abelien 11201 

r r^p(k 1 ,k 2 ,k 3 ) = g flu (k 2 - h) p + g Pii {k\ - k 3 )„ + g vp {k z - k 2 ) p 

= g^v{k 2 - k x )p + g ptl {2ki + k 2 ) u - g vp {k x + 2/c 2 ) M . 



(4.2.1c) 



(4.2.2) 



Nous simplifions (14.2. 1 ah en utilisant les astuces du paragraphe (|3.1I) pour remission de 

a l,L k 2 ^ . ^ ,v 




= -k=-(k 1+ l^) 



c, p 

Fig. 4.3 - Vertex a trois gluons. 



gluons de bremsstrahlung (ui <C E±). Dans ce cas on effectue une suite de transformations 
qui negligent le recul des partons 

m + - $i - fa ~ m + /$+ - f\ « m + 

m 2 - (p + - A;i) 2 = m 2 - p+ + 2k x .p + — k\& 2(kx.p+), 

(m + i> + )Y e 1)P (ki)u(p + , s+) = [2p^e hv (kx) + Y e iA^i)( m ~ $+)] u (P+i s +) 

= 2(e 1 p + )u(p + ,s + ), 

m 2 - (p+ - fci - /c 2 ) 2 = m 2 - + 2(/ca + fc 2 ).p+ - k\ - k\ « 2(fci + fc 2 ).p+, 
et finalement 

(m + ^+)7 M e 2 , At (A; 2 )M(p + , s + ) = 2(e 2 ■ p+)u(p + , s+). 
L' amplitude de la Fig. |4.1| a gauche prend la forme M a = M u(p + , s + )M a ou 



M a = g 2 C2-P+ ex- P+ Wl 

3 k 2 -p+ (ki + k 2 ) ■ p+ 



(4.2.3) 



est l'amplitude associee au processus mou, tandis que M u + est le terme de Born. L' am- 
plitude de la Fig. |4.1| a droite s'obtient par une simple permutation des indices 1 et 2, soit 

M b = M u(p + , s + )M b , ou 



M b = g: 



ei -p + e 2 • p H 



k\ ■ p+ (k 2 + ki) ■ p+ 
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t a H a \ 



(4.2.4) 



Nous constatons encore une fois la factorisation du terme de bremsstrahlung de la partie non- 
radiative. On trouve de plus, dans (|4.2.3I) et (14.2.41) . le produit de deux facteurs de Lorentz de 
la forme jj^r qui correspondent aux emissions independantes des deux gluons. En effectuant 

les memes simplifications on arrive a l'expression M c = M u(p + , s + )M c , ou 

M c = gy.e^ih, k 2 , -k) d ^ k) ^ ifa iaa ct e . (4.2.5) 

reintegration sur les directions des emissions des gluons Hi (voir l3.6.TI) n'apparait que dans 
les denominateurs des propagateurs de Feynman (quarks, gluon virtuel) car d p<7 (k) ne presente 
pas de dependance angulaire dans le denominateur. Par consequent, les regions cinematiques 
ou les integrations sur les directions H% et H 2 donnent les contributions logarithmiques d'ori- 
gine molle et colineaire les plus importantes sont les suivantes : 

h ■ p+ ~ ^i©i > h ■ P+ « ^u 2 e 2 2 el > — e 2 2 , (4.2.6a) 
h-p+^^^el^h-p+^^uxef^el > — el, (4.2.6b) 

Z Z ui 2 

k-p + ^^±{u x el + u 2 el), k 2 « uj^ej,-, ^e 2 > e\>el, (4.2.6c) 

l ui 2 

pour les amplitudes (14.2.31) . (14.2.41) et (14.2.51) respectivement, avec, 6j = (ki,p + ), 0i 2 = 
(kx, k 2 ). 

Exemple : Avec (I4.2.6al) . le denominateur de (|4.2.3I) s'estime sans difficulte 

11 1 11 

x 



{k 2 -p + ) {k 1 + k 2 )-p + uj 2 Ql(ujiQl + u 2 Ql) ^Qj uj 2 &1' 

Apres avoir pris le module au carre et avoir integre sur l'espace de phase on peut ecrire 
l'expression de la section efficace de facon symbolique 



,2 



~) J v~0f; J W ©F ) ~ 

Ainsi, pour A = 2, on a (log 2 ) 2 , soit, deux contributions molles et colineaires, soit (log 2 ) 2 
dans le calcul de la section efficace do 2 du processus, c'est a dire la plus grande contribution 
logarithmique. Si Ton prend uj\Q\ ~ uj 2 Q 2 ou uj\Q\ <C ^2©2 ( on cr oitre Tangle 6 2 
considerablement dans les deux cas car u\ ^> uj 2 ) on obtiendrait 

1 1 ( 1 



(k 2 -p + ) (h + k 2 )-p + \uj 2 Q 2 

dans lequel se produit la perte d'une contribution logarithmique. C'est pour cela que Ton 
doit ajouter 1' amplitude (14.2.41) qui est compatible avec la contrainte (I4.2.6bl) . Avec la condi- 
tion (|4.2.6cb pour 1' amplitude (14.2.51 ), on obtient une double contribution logarithmique a 
condition que 2 soit superieur a Oi, c'est a dire 2 > 0i- Dans le cas contraire, si on fait 
croitre 2 (6 2 ^> Oi) jusqu'a la limite uj\Q\ ~ uj 2 Q 2 on aurait 6 2 ~ 0i2, et on perdrait un 
log d'origine colineaire. 

On doit done simplifier (14.2.51) et demontrer que le resultat peut se mettre sous la forme 
(14.2.31) et (14.2.41) . On utilise la condition (|4.2.6c|) pour estimer les etats de polarisation du 
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gluon virtuel k. On tient compte de la contrainte coi 3> oo 2 k\ 3> k 2 , k = ki+k 2 ~ k\. 
On oriente le vecteur k le long de l'axe u z , ainsi k\, k 2 et k se trouvent sur le meme plan 
(u x ,u z ). Avec ceci, les etats de polarisations transverses du gluon virtuel sont sur le plan 
(u x , u y ). Avant de passer au calcul, on donne les outils suivants 

k = k\ + k 2 , on projete sur k 2 =5- k -k 2 = \k\ uj 2 cos(fc, k 2 ) = k\ ■ k 2 + tu 2 ~ uj\uj 2 cos 612, 

puis, si Ton neglige la virtualite du gluon, on obtient (k, k 2 ) ps 6i 2 . De plus, les polarisations 
transverses des gluons quasi-reels se localisent sur un plan perpendiculaire aux vecteurs ki. 
On projette d'abord le quadri-vecteur e^e^^p sur les etats de polarisations transverses du 
gluon virtuel @ 

e^e^ih, k 2 , -k)e^ 2 \k) « -{e x ■ e 2 ) [e^fc) ■ + 2[e x ■ e {1 > 2 \k)}[e 2 ■ h] 

- [e 2 • e( 1 ' 2 )(A;)]( ei • h) = 2[e[ 1 ' 2) • e^)]^ • h) 
« 2(e 2 ■ fci) = 2(e 2 ;i ' 2) ■ fci) ~ Wi cos(- - 6 12 ) 
~ Wi6i2. (4.2.7) 

Finalement (voir (14.1.71) ) 

e^T^i, -^)e^' 2) (^) ~ ^i©i2 » y/uiU2& 12 ~ ^ ~ ^e v 2 l,u P ef\k). (4.2.8) 

On s'interesse maintenant a la projection de l'impulsion du quark emetteur sur les etats de 
polarisations transverses du gluon intermediate (k) : 

e^ 2 \k)p% = E + cos(^ - 8) « £+0 ~ E+Q x , (4.2.9) 

on utilise la contrainte (|4.2.6cl) . et Ton peut ecrire (6 ~ 61) % 

e£' 2 \k)pl ~ E + Q x ~ ^(wiGi + cu 2 2 ) > ^i(cu!0 2 + cu 2 2 ± Ju^S^) 

(4.2.10) 

^ (p + • fc) ± >/P(p + ■ c) ^ e ( 0|3) 

Les inegalites (14.2.81) et (|4.2.10l) permettent de negliger les polarisations longitudinales par 
rapport aux polarisations transverses du gluon virtuel. Par consequent, le propagateur d pa 
dans 1' amplitude (14.2.51) peut etre remplace par le tenseur transverse 

^i^-E e p A) W4 A) W, (4-2.11) 

A=l,2 

9po — fi'oo- = fi'oo = 0, 
kk- 

2 dans d4.2.7| ) on demontre que le terme du milieu dans ( |4.2.2| i est dominant. 
3 dans tous les cas 9, 0i, 82 et 12 -C 1. 
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et le vertex du gluon est domine par le terme oc g pp tel qu'il a ete demontre dans (14.2.71) 

JtMuaih, h, -k) « 2g pp k lu , 



puis 



e i e 27M,^( fc i> k 2 , -k)d pa pl « 2(e 2 • k)e£g±p^ 



2(e 2 • fc) 



-(e*i + 



(e\ ■ k)(k-p A 
k 2 



.(4.2.12) 



Maintenant on utilise (|4.2.6c|) , e\ • = e\ • fc 2 ~ ^2©i2> k ■ p+ ~ E + u 1 , k 2 c<j 2 , 

(e -, . A) = £+ cos( ^ _ 8l) » B+ei » (eV ^f p ' +) ~ £ + ^e 12 . 

2 k 2 Wi 

on peut done negliger le second terme a l'interieur des crochets dans (|4.2.12l) et recrire 

Z\Z 2 l^vo{k u k 2 ,-k)d pa p\ « -2(e 2 -/ci)(ei-p + ) = 2{e 2 -k A ){t t {g iia p\) = 2(e 2 -&i)(e r p + ). 

Avec ceci, /c 2 « 2&i ■ k 2 , k ■ p + = (k± + fc 2 ) • p+, et on obtient 



M c = g f2-k 1 e x -p + 



1 ki ■ k 2 (kx + k 2 ) ■ p + 



ifaiCL2ck ■ 



(4.2.13) 



4.3 Contrainte angulaire pour AT = 2 (nombre de gluons 
rayonnes) 



Les amplitudes (14.2.31) . (14.2.41) et (14.2.131) peuvent se simplifier davantage si Ton utilise 
les contraintes sur les angles d' emission liees a la coherence. Par exemple, les regions 
d'integration (|4.2.6a|) et ( |4.2.6cb se chevauchent et les amplitudes correspondantes ( 14.2.31) 
et (14.2.131) interferent. On demontre qu'en utilisant les contraintes angulaires independantes 
suivantes, on elimine ces interferences (on appelle Q q q = 6±) : 



I. 







± 



> 0i > e 2 



//. 0± > 2 > 01, 

III. ©12 < 01 ^ 2 < ©±. 



(4.3.1a) 

(4.3.1b) 
(4.3.1c) 



Dans la region /, la seule contribution est donnee par 1' amplitude M a ; cette region angu- 
laire est bien compatible avec la contrainte (|4.2.6a|) . Dans cette configuration, les deux gluons 
mous n'interferent pas et les deux emissions sont independantes. En effectuant 1' approxima- 
tion kip + ^> k 2 p + , on peut simplifier M a 

k 2 -p+ h- p + 

La contrainte II se divise en deux sous-regions cinematiques possibles : 



» 



— -Of , ©i doit etre tres petit car — ^> 1 

L) 2 0J 2 
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et 

-Q\ > 6 2 > &(, pourvu que u 1 > u 2 . 

Dans le premier cas (le meme que l4.2.6bl) . il n'y a que M b qui domine, avec k 2 -p + ^> fa -p + , 
et on peut ecrire 

M u = gf-^± ^±W 2 . (4.3.2) 
fa -p+ fa- p + 

Dans la deuxieme sous-region on doit tenir compte des amplitudes M a et M c puisqu'elles 
sont compatibles avec (|4.2.6at et (|4.2.6b|) respectivement. Cependant, 12 ~ 2 car fa etp + 
sont quasi-colineaires. Ceci permet d'estimer 

e 2 • fa e 2 -p + 

— « , fa ■ p + > k 2 ■ p + . 

k 2 -fa k 2 - p + 

On evalue la somme M a + M c dans cette approximation, soit 

fc 2 -p+ fa- p + 
k 2 ■ p+ fa ■ p+ 

Done (14.3.21) a lieu dans toute la region cinematique que Ton considered Finalement, 1' am- 
plitude M c domine dans la region /// ou la paire g\g 2 est consideree quasi-colineaire. Ici 

fa ■ p+ 3> k 2 ■ p + et on a 



n/ r 2 e 2 • fa ei -P+ ., 
M IH = 9 S 1 T 1 tfaia 2 ct ■ 

k 2 -fa fa- p + 



En effet, l'amplitude totale associee a remission des gluons mous dans ce processus est 
donnee par la somme des 3 amplitudes 



M 2 = Mj + M n + M m = gi 



^2 • p+ fei • fei • P+ fa- p + 
, e 2 • fci ei • p+ 



k 2 -fa fa- p + 



(4.3.3) 



mais elle se reduit a M 2 ot = Mi dans la region /, a M 2 ot = Mu dans la region // et/ou a 
M 2 ot = Mm dans la region 777. Ces aspects ont egalement ete traites dans J6]|. 
L'idee de 1' approximation DLA consiste a considerer tous les diagrammes dont la contri- 
bution au calcul de la section efficace est doublement logarithmique (gluons mous et co- 
lineaires), dans une configuration bien precise pour les angles d' emission. On peut en faire 
le bilan en precisant les etapes de la chaine de transformations qui conduisent aux resultats. 

* Fig J4.1a (b) : le quark de quadri-impulsion p + emet d'abord un gluon fa(k 2 ), puis k 2 (fa) ; 
on attribue la contrainte angulaire /(//) a ce diagramme ; en outre, E + ^> coi ^> uj 2 ; 

* Fig J4.2b : le quark emet un gluon fa qui, a son tour, emet le gluon de plus faible impulsion 
k 2 ; on lui attribue la contrainte angulaire III ; 

6 • p 

* on associe un facteur de Lorentz classique de la forme a chaque emission molle ; 

k ■ p 



il s'agit du meme cas qui s' applique a la production du boson de Higgs, voir |3.9 
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* les angles d'emission sont contraints de diminuer le long de la chaine des emissions 
(contrainte angulaire) ; 

* on associe un facteur de couleur a chaque diagramme. 
Ceci se generalise aux emissions des gluons par 1' anti-quark. 

4.4 Contrainte angulaire a tous les ordres 

Dans la Fig l4.4l on considere remission de N gluons de bremsstrahlung dans un jet initie 
par un parton i qui a ete emis par le quark q ou 1' anti-quark q. Chaque point le long de i 
represente un vertex a trois partons ou Ton appelle i le parent et j l'enfant, tel que i — > i+j, 
on a j = pi, p 2 , . . . (p labelle le pere). L'energie de chaque gluon virtuel le long de chaque 
branche est consideree du meme ordre de grandeur, ce qui est en accord avec la condition 
(14.1.31 ), en d'autres mots, on neglige le recul des gluons emetteurs (c'est pour cela que Ton 
dessine des lignes droites continues). De plus, on associe la region T Vba a l'espace des angles 
d'emission qui correspond a Vb a '■ le vertex a — > a + b, tel que si a = i, on a i — > i + j le 
long de i et si a = j, alors j — > j + f le long de j (/ le parton enfant). Les angles des gluons 
rayonnes doivent decroitre le long de la branche choisie en vertu de la coherence des gluons 
mous. Cette contrainte doit etre satisfaite a compter du vertex 7*/Z° — > qq. On a, d'apres la 
contrainte angulaire, et pour chaque vertex, le long de la meme branche : 

r v P1± P i,@ Pl ±) : {k° Pl = u Pl <t:E ± ; 6 Pl± <e±; k ±Pl ^uj Pi O Pi ± >Q } ; sii = q(q), 
r v hlPl ( k fu> e hipi) : { k °fu = w /h< w pi5 k ±fll nuj fli e fnPl >Q } , (4.4.1) 

rV / im Pl ( > /lmPl ) : { k hm = U flm < ^Pl 5 f lmP l < /l m -lPl 5 k ±hm ~ ^ flmPl > Qo} , 

Qba est Tangle d'emission du gluon b par rapport a son parton parent a d'impulsion k a , 
6± est Tangle entre le quark et Tanti-quark. (14.4.11) se generalise a chaque emission molle 
j — P11P2, ... On associe a toute la branche Bji l'espace des angles T Bji qui est donne par 

f lm 




i 



Fig. 4.4 - Schema de multiplication d'un gluon emis par q ou q 



T union de toutes les regions angulaires attribuees a chaque vertex : 

^B P1 X k Pii, ©pi*) = r v Pls (^ P1 , 6 P1 i) u T Vfiipi (k fll ,e fllP1 ) u • • • u r V/lmP1 (fc /lm , @/ lmP1 ), 

(4.4.2) 
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tandis que 



r Vpii (*w> e ^)nr V/im © /im )n. . .nr V/imPi (% ro , e /lmP1 ) =o (4.4.3) 

traduit leur independance, c'est a dire que les regions ne se chevauchent pas. (14.4.21) et (14.4.31) 
se generalisent Vj. Cette branche constitue un jet. L' angle 0^ est tres superieur a la dimen- 
sion angulaire du jet et egalement aux angles d'emission des gluons mous qui le constituent. 
On peut de raeme ecrire la condition suivante pour les angles, qui decoule de (|4.4.2I) et (14.4.31) 

(kj, ki) > (kf^kj) > (k fja ,kj) > . . . {k fjm , kj). {AAA) 

On appelle T v la region entiere donnee par 1' union de toutes les branches p 1} p 2 , . . . ,p n et, 
par consequent, associee a la production de N gluons (pour tout le diagramme V) : 

^v{k pi i, Q pi i) = T Bpii (k pi ,Q pli ) U T Bp2i (k P2 , Q P2i ) U ■ ■ ■ U T Bpni (k Pn , 6 Pni ), 

tel que 

QpiO n T Bp2i (k P2 , Q P2i ) n . . . v Bpni (k Pn , Q Pni ) = o, 

ou encore, 

1 > {k pi ,p±) > • • • > {k Pn ,p±) si i = q(q), (4.4.5) 

sinon 

1 > (k pi ,ki) > ■ • ■ > {k Pn , ki) pour i ^ q{q). (4.4.6) 

On multiplie maintenant par le facteur de couleur Q associe a chaque vertex : t a pour q(q) — > 
+ 9 et ifa ia2 c pour g — > gg, ou ai(a 2 ) represente le gluon le moins (plus) energetique. 
Finalement, on attribue au diagramme de la Fig 14 .41 T element de matrice suivant dans la 
region T-r>(k = V,Q> ® Pl i), c'est a dire dans la region Td(V, 6) : 

M^ = sf(-irn|^k (4A7) 

i=l V * */ 

ou m est le nombre de gluons emis par q. Nous rappelons qu'il n'y a pas d' interference entre 
les emissions issues du quark et de l'anti-quark. Nous avons considere l'union de toutes 
les branches comme un seul jet d' angle d'ouverture legerement superieur a Tangle de la 
premiere emission, soitpi. 

Remarque : Vi est l'impulsion de l'un des partons "reels" finaux et non pas celle d'un etat 
virtuel. L' equation |4A7] represente ce que Ton appelle "soft insertion rules" en anglais Il22l . 

Pour le cas e + e~ — > qq + Ng nous allons suivre la meme demarche que pour le cas N = 2. 
Dans un premier temps nous allons simplifier le mieux possible les diagrammes de Feynman 
dans la region qui donne une contribution doublement logarithmique, en utilisant la jauge 
planaire et les polarisations transverses des gluons finaux. Dans la deuxieme partie nous 
demontrerons que la somme des contributions des diagrammes de Feynman dans chacune 
des regions de (14.4.1I) - (I4.4.6I) donne (14.4.71) . 

4.4.1 Premiere partie de la demonstration 

On considere les propagateurs des etats virtuels dans la ligne i (voir Fig J4.4l) car ce sont 
les seuls qui donnent une dependance logarithmique angulaire. On a i = 0, 1, . . . , N, ou 
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correspond au quark ou l'anti-quark. Les propagateurs ont la forme q 2 = k t ) . Puisque 
la particule i a l'energie la plus importante, d'apres la condition (14.1.31) u>i 3> u Pl , uo P2 , on a 

kt ■ (k pi + k P2 ) ~ Ui(uj pi e 2 pit + uJ P2 Q 2 P2i ) > uj pi u P2 (Q 2 pii + Q 2 p2i ) > uj Pi uj P2 Q 2 PiP2 ~ k pi k p2 , 

qui se generalise a toute emission arbitraire j. Dans le cas general nous pouvons done ecrire 




(4.4.8) 



On considere maintenant i — > i + j, puis j — >• j + /. On doit alors imposer pour ce vertex la 
condition (voir Fig J4.5l) 




i 



Fig. 4.5 - Diagramme de la Fig J4.4l simplifie. 

^Bj,>^B5 ; . (4.4.9) 
Lorsque d'autres gluons sont emis apres j, pour le n eme gluon, soit i — > i + n, nous avons 

LU^l^UnQl,. (4.4.10) 

Nous allons demontrer que si (14.4.91 ) et (14.4.101) sont satisfaites, on peut negliger la dependance 
en kf (ou k n ) dans tous les propagateurs qui separent ce vertex de celui ou la paire qq a ete 
produite par le boson 7*/Z°. Ces etats virtuel appartiennent soit a la ligne i, soit a un certain 
parton h, tel que h — > h + i. Dans le premier cas, en prenant (14.4.81) en consideration, kf et 
A;„ apparaissent sous la forme 

2kt ■(k j + k f + k n + ...)n UiiujjGl + u f Q 2 fi + u n Q 2 ni + . . .) (4.4.1 1) 

avec j — pi, n ^ 2. Dans le deuxieme cas on a 

2k h ■(k i + k j + k f + k n + ...)^ u h {uiQl h + uJjQ 2 jh + uj f & 2 fh + uj n Q 2 nh + ...). (4.4.12) 

Que la dependance en k n puisse etre negligee dans (14.4.1 II) decoule de la condition (14.4.101) . 
et dans le deuxieme cas, de (14.4.101) et des relations suivantes : 

u n < Ui, e 2 nh < e 2 ni + e 2 h , 

u>i > uj, u&l + UjQ 2 jh ~ Ui&n + ^(0% + e 2 h ) > u t Q 2 h + ujQ 2 ., (4.4.13) 

60 



de plus, 



Conclusion : k n peut etre neglige par rapport a k { + kj car ^i© 2 ^ + t^6| fe 3> uj n Q 2 nh . Quant 
a fc/, il peut se negliger dans le premier cas si Ton tient compte de (14.4.9b et de la relation 

w/<w i , ©J, < 6^ + G 2 ,; (4.4.14) 

en effet, 

coje% ~ ^e 2 , + ^ejj » ^(ej, + e 2 j > ^ej, =► ^e 2 , » ^e 2 ,. 

Dans le deuxieme cas, on utilise (14.4.91 ), (14.4.131) . 0^ > O.^ et 

ou Ton a remplace /i par % dans (14.4.141) . En effet, a partir de (14.4.131) 

u&l + uj 3 q% > uj.el + u 3 ®l > u)& 2 jh + u f e% > uj f (e% + e%) > u f e 2 fh . 

Conclusion : k n et kf peuvent etre negliges par rapport a ki + kj. La contribution logarith- 
mique dominante est done donnee par l'etat le plus virtuel, soit l'etat de plus faible temps de 
fluctuation. 

Nous allons demontrer maintenant que si l'une des contraintes (|4.4.9I) ou (14.4.101) n'est pas 
satisfaite, rien que sur un vertex on perd alors une contribution logarithmique. Pour cela, 
on va considerer le vertex de la Fig J4.4l ou Ton a q 1 = q 2 + q%. D'apres ce qu'on vient de 
demontrer 

qj = 2ki ■ k n ~ uJiUj n Q 2 ni , gf = 2kj ■ kf ~ uijU f Q 2 fi , 
q\ = 2k { ■ (kj +k n + k f ) ~ u>i(uJj®% + uj n Q 2 ni + uj f Q 2 fi ). 

En effet, 

1 1 1 

M N oc x x . . . 

Tl % 

ou on n'a pas tenu compte des numerateurs. Si les conditions (|4.4.9I) et (14.4.101) sont satis- 
faites, alors 

1 1 1 

UjQjt u n Q 2 ni Ufe 2 fj 

et ainsi, on gagne une contribution doublement logarithmique molle et colineaire dans le 
calcul de la section efficace pour chaque emission de ce type. Par contre, la violation de la 
condition (14.4.91) entraine ujfQ 2 j > Wj© 2 j ; or, si Ton tient compte de ujj ^> ujf, on doit avoir 

Qfj 3> Qji. Puisque ©/» + Qji ^ Qfj ~^\Qfi — Qj%\, on a 

Q fi ~ Q fj et q\ ~ UiiujQ 2 , + u n e 2 ni + u f Q%) ~ Ui{u n Q 2 ni + u f Q 2 fj ) 

independamment de la contrainte (14.4.101) . Avec ceci on aurait 

1 1 



M N OC — X ^7T X 



UnQii+UfQjj UnQii UfQ fj 



et on perdrait en log©. Remarquons que dans 1' approximation doublement logarith- 
mique, chacun des denominateurs des propagateurs doit donner une contribution lo- 
garithmique angulaire lorsque Ton integre sur les angles d'emission ; puisque q\ est 
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determine par les memes angles que q\ et q%, ceci entraine la perte d'un log. Le meme argu- 
ment est vrai si Ton considere que (14.4.101) n'est pas satisfaite. 

Nous avons ainsi demontre que les contraintes (14.4.91) et (14.4.101) determinent la region qui 
donne une contribution doublement logarithmique. Nous concluons que le denominateur du 
propagateur de la ligne i peut s'ecrire sous la forme simplifiee 2kikj. 

On etudie maintenant la simplification des numerateurs. On demontre que comme dans le 
cas N = 2, V N, seulement les polarisations physiques (A = 1,2) contribuent au calcul de la 
section efficace. Prenons le meme vertex et considerons la quantite 

Vx,x 2 x s = e^(9i)e" 2 (g 2 )e^(g3)7^(-9i,g2,g3), (4.4.15) 

ou ry^p es j i e facteur de Lorentz associe au vertex a trois gluons. On va determiner Va]A 2 A3 
pour les differentes valeurs de A. D'abord, on exprime les quantites dans (14.4.151) en fonction 
de oj n , ujf, ujj, u>i, et des angles Qji, Q ni et 9 fj. Dans le referentiel du centre de masse de la 
paire qq, le quadri-vecteur de jauge devient c = (1, 0), or 

(?i ■ c) = q°i « (g 2 • c) = g° ~ Ui, (q 3 • c) = q° 3 ~ u jt (4.4.16) 



2 r\2 2 r\2 2 r\2 

q 1 ~ u&jBji, q 2 - UiUJ n Q nil q 3 ~ uJjUJ f Q fj . 

On estime les angles (gl,^) = #12, — $13 et (<f2,<?3) = #23- Geometriquement, la 

condition gl = q\ + g*3 se represente sous la forme donnee par le triangle de la Fig l4.6l et on 
a 




^ = JiL = J^L. (4.4.17) 

sin(7r — #23) sin ^13 sin $12 

Pour i?i 2 (q[ et q 2 quasi-colineaires), on a de meme $13 <C 1 et $23 «C 1. Dans ce cas on 
simplifie (14.4.171) et on obtient 

$12 _ $13 _ $23 

l?sl l&l leil ' 

puis selon (14.4.91) . (14.4.101) . et (|4.4.16l) on obtient 

UiWj&ji - ll = 4 + <? 3 2 + 2 ?2g 3 - Q 2<fA - UiUfllz, 

et on a 

^23 ^ #13 ^ # 12 ~ (^) e J4 < %. 
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On determine (14.4.151) pour les etats de polarisations transverses en prenant explicitement 
1' expression (|4.2.2I) de 7^ p , soit 

l^ P (-qi, ft, ft) = 9^(qi + ft) P + g P n(-qi ~ ft)* + g vp {qz - ftV; 
mais q 1 ~ q 2 <C ft, done 

itiupi-qi, q2, ft) - g^2q 2p - g P(t ^ - g vp fhn\ 

V tlt2 t 3 (qu ft, ft) * (e (tl) (ft) • e^(g 2 ))2(e^(g 3 ) ■ ft)-(e (tl) (ft) • e^(g 3 ))(e^(g 2 ) ■ ft) 
- (e^(ft) • e^(g 3 ))(e^(ft) • ft) = (e (tl) (ft) • (q 2 ))2(e^ (q 3 ) ■ q 2 ) 



4 



1,2,3 



1,2, 



(4.4.18) 



ou Ton a tenu compte de (e^(gj) ■ g«) = pour i — 1,2. II est de meme necessaire de 
remarquer que 

(e (t3) (ft)-ft)-(e ( * a) (ft)-^). (4.4.19) 

En effet, si Ton considere que, dans la creation de l'etat virtuel d'impulsion q 2 , en plus 
du gluon i, des gluons supplementaires d'impulsions k s sont emis aux angles d'emission 

legerement inferieurs a Qji, on a q 2 = h t + J2 S Soit # s = (<f 3 , k s ). Alors, a partir de 
^i^s^s < 2g 3 /c s « ~ ui i ujjB'j i , on conclut [e^ 3 ^(g 3 ) • fc a ] ~ lu s $ s <C cUjOjj, et, avec 
ceci, on en deduit (14.4.191) . On considere maintenant le cas ou l'un des vecteurs e^ x '(q) est 
non-physique (polarisations longitudinales, A = £ = 0, 3). Par exemple, dans 

VWa * (^ l} (ft) " e (t2) (ft))(2ft • e^(ft)) - (e^fa) • e^( ?3 ))(ft • e^(ft)) 



- (e^)(ft)-e^)(g 3 ))( gi -e^)( gi )), 
les deux premiers termes sont nuls et on a 

or e(* 2 )(g 2 ) • e^{q 3 ) ~ cos(tt - = - 005(6,,) « -1 + 0(6^), puis 



ft-e^(ft) 



ft 2 ± Vqf^i 



2Ui(Ui ±y/ql) 



1/2 



I72" 



2w?fi±,/gej, 



mais < Ju^jQl et 1 > J%GL done 9l • e^(gi) 



(4.4.20) 



(4.4.21) 



~ 4 / (jUiUJn 



Q%, et finalement 



V, 



(4.4.22) 



Si maintenant on compare (14.4.181) et (14.4.221) on voit que 



Vt 



£1*2*3 
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Ce resultat se generalise a toute autre contraction sur l'une ou plus des polarisations longitu- 
dinales. Les expressions peuvent etre trouvees dans [H3. 

Cette comparaison demontre que la projection des amplitudes (14.2. lal) . (14.2. lbl) . (14.2. lcl) sur 
les polarisations transverses des gluons donne la contribution la plus importante. La meme 
analyse se generalise au cas du vertex q —> q + g. D'ailleurs, le denominateur du propaga- 
teur peut se mettre sous la forme 2kj(k = E±) dans le vertex pour remission du gluon j. 
Les projections sur les polarisations transverses l'emportent sur les projections sur les pola- 
risations longitudinales, ainsi que le demontrent les estimations suivantes (elles peuvent etre 
obtenues facilement) : 

(e (1 ' 2) (g 3 ) • fco) ~ Uo®jo, (e {0 ' 3) (q 3 ) ■ k ) ~ uj Q% + (w M)/^ 

ou Ton tient compte de (14.4.91) . Par consequent, cette analyse demontre que, dans l'expansion 
(14.1.61) . on peut ne garder que les polarisations physiques, de sorte que d pa (k, c) ~ g^(k), 
dont 1' expression est ecrite dans ( 14.2.1 II ). De (14.4.181 ) et ( 14.4.191) on en deduit que seulement 
g^Jlkl donne une contribution non nulle dans le vertex % — > i+j, suite a la projection sur les 
etats de polarisations transverses. La meme demarche peut etre menee a bien comme dans le 
cas de remission de deux gluons, a savoir, nous allons demontrer qu'apres cette simplifica- 
tion des vertex, gj^ peut etre remplacee par g pa . Nous allons considerer les propagateurs de 
la ligne j. Leurs numerateurs interviennent dans 1' element de matrice sous la forme suivante 

^iQpp^QpspM ■ ■ ■ dt-iPnU^e^, 

ou 93> <Z4, • • • , q n sont les impulsions des propagateurs dans la ligne j, g pu {q a ) = S^v + 
QaQa/Qa> e j est l e vecteur de polarisation du gluon j. Les indices de Lorentz prennent les 
valeurs des trois coordonnees spatiales 1, 2, 3. II suffit de demontrer, par analogie avec le cas 
N = 2, que le terme en 5 donne la contribution dominante. La multiplication du deuxieme 
terme dans g L par ej donne la quantite 2u>i(q a ej)/u>j, ou q a est 1' impulsion d'un certain etat 
virtuel de la ligne j qui se desintegre en un autre etat du meme type, puis d'autres gluons 
d'impulsion k t sont emis, tel que q a = kj + J2 t k t . Puisque ejkj = 0, nous avons 

t 

ou d t = (kj,k t ). Le terme donne par 5 est ~ uOiQji. Or 

ujutti* ~ 2kj ■ k t < ql ~ ujjUJ f e 2 fj < u]Q%, 

On divise par Uj et on obtient (uj t uJi/ ujj)d t -C uJiQji- La premiere partie de la demonstration 
est ainsi terminee. 

4.4.2 Deuxieme partie de la demonstration 

On doit maintenant se convaincre que les conditions (14.4.41 ) et (14.4.61) couvrent bien l'espace 
des angles d'emission et que celles-ci interviennent dans le cadre de 1' approximation dou- 
blement logarithmique, a savoir, que Ton doit attribuer le diagramme V a l'amplitude (14.4.71) 
dans la region Tx>- Le diagramme V, respectant les contraintes sur les angles d'emission, a 
ete construit dans la Fig l4.4[ Nous allons effectuer cette demonstration par induction. Pour 
remission d'un gluon (N=l) cet enonce se confirme sans difficulte car il n'existe qu'un seul 



64 



diagramme (on considere remission d'un seul gluon par q(q)) et la region qui lui correspond 
est identique a celle qui donne une contribution doublement logarithmique (Q g . q (q) <C @±). 
Par la suite, on assume que cet enonce se generalise a remission de N — 1 gluons de brem- 
sstrahlung et on demontrera qu'il est vrai dans le cas de remission de iV gluons. 






Fig. 4.7 - Diagramme correspondant a la production de iV gluons. 

On considere les differentes manieres d'inserer un gluon i dans un diagramme a N—l gluons. 
Nous allons construire ces diagrammes de sorte que les contraintes angulaires (|4.4.9I) et 
(14.4.101) soient satisfaites dans la region Tx>, dans l'objectif d'obtenir une contribution dou- 
blement logarithmique La presence du terme g s (e-i • p+) / (fa ■ p+) (sans facteur de couleur) 
se comprend facilement : si le gluon i est emis par la particule j, alors, g s [&i ■ kj)/(fa ■ kj) 
apparait dans l'element de matrice, mais, vue l'importance de Tangle Q i0 qui entraine Qij ~ 
@io > ©jo. on a (ei ■ kj)l(fa ■ kj) ~ (e, • k )/(fa ■ k ) = (e^ • p+)/(fa ■ p+). Par consequent, 
le probleme qui se pose est donne par le facteur de couleur. En effet, si Ui est la frequence 
maximale, le facteur de couleur t ai est correct car la seule possibilite d' avoir une contribu- 
tion doublement logarithmique est celle qui est donnee par 1' insertion du gluon i sur le quark 
juste avant remission du gluon j, soit celle qui est donnee par le diagramme de la Fig J4.7[ La 
contrainte donnant cette contribution s'ecrit sous la forme u>iQ? ^> ojjQ 2 ^. Par contre, si on 




Fig. 4.8 - Diagrammes a prendre en consideration lorsque Ton fait decroitre la frequence 

fait decroitre LOi indefiniment de sorte que Ton arrive a la region uJiQ 2 i0 UjQ 2 , (u>iO 2 3> 
Uj<d 2 ne donne aucune contribution) mais si encore uJiQ 2 3> ^n@^o et ^'filo ^ ^/©/o' ce 
diagramme n'apporterait aucune contribution ; or, dans ce cas on aurait deux diagrammes qui 
en donnerait une, celui ou Ton insere le gluon i entre j et n, Fig J4.8l (gauche) et le deuxieme, 
ou Ton insere i sur la ligne j avant remission de /, Fig l4.8l (droite). Cependant, on realise 
que la somme des diagrammes de la Fig J4.8l donne, en utilisant la relation de commutation 
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du groupe SU(3) EMU [t a %t a >} = if^Jf*, la meme contribution g s (e iP+ )/(k lP+ )t a \ 
qui correspond au diagramme de la Fig ]4.7l En fait, la somme 

g s {(e iP+ )/(k iP+ )t a n ai + {e^/ik^ifa^at^) ~ g s (e t . P+ )/(k t . P+ )(t a H a > + ifa^at^) 

= k(e i .p + )/(A; i .p + )t ai ]^ 

dans 1' approximation 6y ~ 0jo 3> Qjo mentionee ci-dessus. Si Ton continue de faire 
decroitre uji de sorte que Ton franchit la region uii® 2 ~ w n 0^ o et / ou Wj6f ~ ^/@/0' 
il faudrait faire le raisonnement precedent : on prendrait deux diagrammes supplementaires 
pour chaque cas tels que le resultat de la somme donne les diagrammes de la Fig ]4.8l La 
deuxieme partie de la demonstration est ainsi faite. On a done demontre que 1' amplitude 
(14.4.71) correspond ainsi a remission de N gluons dans la region Tx>- 

4.5 Section efficace du processus et introduction du facteur 
de forme de Sudakov 

Apres avoir evalue le carre de la somme des amplitudes (14.4.71 ) pour tous les diagrammes V, 
en plus d' avoir pondere par l'espace de phase des emissions et d' avoir effectue la somme sur 
les polarisations transverses A = 1, 2 des gluons emis, on obtient 

ou da est la section efficace de Born qui correspond a 1' annihilation e + e~ — > qq. On re- 
marque que la factorisation de 1' amplitude associee a remission de iV gluons, sur laquelle 
on a deja insiste depuis le premier chapitre, entraine egalement la factorisation du facteur de 
rayonnement dans le calcul de la section efficace. Ca est le facteur de couleur qui correspond 
a remission d'un gluon par un quark A = F, C F = (iV c 2 - 1)/2N C etA = G, C G = N c , 
a remission d'un gluon par un gluon 0. 

Puisque la section efficace est dominee par remission des gluons colineaires (6 petit), le 
facteur de rayonnement se simplifie comme 

Vfsm 2 e ki 1 sin 2 Q ki 4 _4_ 

{h.Vif ^ (1 - cos Q kt y W u^Ql ~ k 2 ± ' 

On peut de plus introduire la constante de couplage des interactions fortes a s = gl/Aix 
et recrire (14.5.11) de facon a ce que l'on puisse mieux apprecier le caractere Doublement 
Logarithmique (DL) du rayonnement 

,wA _ du d 2 k ± 2C A 

dlC{k) = (4 - 5 - 2) 

L' insertion des corrections virtuelles a une boucle dans le calcul de la section efficace consiste 
a multiplier l'element de matrice (|4.4.7I) par le facteur suivant [8] [6] (facteur de forme de Su- 
dakov, sans demonstration), soit 




N 



ujf(p+, 1) + uf(p-, 1) + } J WG(kj, ©i) 



i=i 



(4.5.3) 



5 Cp et N c sont respectivement les Casimirs de la representation fondamentale et de la representation ad- 
jointe du groupe SU (N c ), pour N c = 3, Cp = 4/3. 
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ou 6j est Tangle entre le gluon (enfant) et son parent 

ki.Vi =\ki\\Vi\ cos©;. 

Ce facteur, dependant de la topologie du diagramme V, est etroitement lie a la section ef- 
ficace du rayonnement (14.5.21) . A savoir, la fonction u>g<f) decrit la probability totale de 
remission d'un gluon mou par un gluon (ou quark) a l'interieur d'un cone de demi-angle 
d'ouverture 6 : 

■*<*e)=/ *Ln.%£*^„I dK(k), (4.5.4) 
Jr(p,e) (2tt) 3 2w {k.p) 2 J r(ptQ) 

puis dans le cadre de 1' approximation DL 

u F (p,S) w ^uj G (p,Q). 

reintegration sur a comme limite superieure et celle sur k, p°. Finalement, en tenant 
compte des corrections virtuelles la section efficace du rayonnement s'ecrit sous la forme 

da = da J2^ 2 Y[d)C(ki). (4.5.5) 

v i 

On rappelle que pour chaque diagramme V, les gluons emis k 1 ,k 2 , ■ ■ - k N sont ordonnes par 
rapport a leurs angles d'emission d'apres la contrainte que Ton recrit ci-dessous 

T V (V, e):[k° = u<V ; &^ = & k <&; k± w oo& k > Q ] , 
ou V est l'impulsion k du parent emetteur, est Tangle de remission qui a donne V. 

4.5.1 Definition de Tangle d'ouverture du jet 

0, dans (14.5.41) est le demi-angle d'ouverture total du jet, soit Tangle a l'interieur duquel 
seront emis tous les partons. Dans la production de deux quarks, ce parametre d'evolution 
est le plus important et a ete pris ~ 1 car une valeur un peu plus large serait au-dela de 
T approximation DLA. Tous les gluons dans le jet sont emis aux angles inferieurs a 0j. 



4.6 Methode de la Fonctionnelle Generatrice O 

La notion de Fonctionnelle Generatrice (FG) est depuis longtemps exploitee en physique 
et en mathematiques. Par exemple, si Ton developpe la fonction G(u) = exp(w) en serie 
de Taylor au voisinage du point u = 0, on peut dire que celle-ci genere les coefficients a n 
d'apres Texpression suivante : 



J {u=0} 



Exemple s 



G(u) = u exp (u) 0, 1, 2 ... n nombres naturels, 
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G(u) = u/(e u — 1) =>- B n series de Bernoulli, 



G{u) = exp (2xu 



u 



x 



polynomes d'Hermite, etc. 



Nous suivons ici cette meme logique. On peut considerer que notre section efficace du rayon- 
nement de N gluons da^ est le N eme coefficient du developpement de Taylor d'un certain 
objet "generateur" qui retient l'information du processus considere en CDQ. Cet objet ne 
peut etre une fonction mais une fonctionnelle car les series qu'il doit generer sont des fonc- 
tions (par exemple, elles dependent des tri-impulsions des N- gluons) et non pas des nombres. 
On est ainsi amene a remplacer la section efficace "exclusive" de production de N gluons de 
bremsstrahlung dan (14.5.51) par la fonctionnelle generatrice da {u} des coefficients daw de 
l'expansion de Taylor de da {u} par rapport a une fonction dite de "sondage" u(k) 



da e ™ 1 



N 



Y[d 3 k 



8 



5u(ki 



da {u} 



(4.6.1) 



{u=0} 



Pour obtenir da {u} on utilise (14.5.51) et on multiplie les deux membres de (14.6.11) par la 
fonction de sondage u(k), on integre sur l'espace des angles T, on utilise 



5 



5u(ki) 



u{k) = 6 3 {ki-k), 



N r - - 

Yl / d 3 k i 5 3 (k i -k) = 1 

8=1 



et on obtient 



da {u} = da T 2 J~J / 

JV=0,l,-oo ^ r 



dJC{k)u{k). 



(4.6.2) 



- V(k),&(V) 



La notion de FG est tres utile dans 1' etude des grandeurs inclusives. Pour obtenir la section 
efficace inclusive partonique d'ordre N on doit faire agir l'operateur suivant sur d{u} et 
evaluer le resultat an = 



daf cl 



'N 




da {u} 



{u=0} 



da {u} 



{u=0} 



(4.6.3) 



{«=!} 



ce qui est equivalent au developpement en serie de Taylor de la fonctionnelle au voisinage 
de u(k) = 1. 

Les formules precedentes s'appliquent aux deux cas de processus exclusifs et inclusifs. Dans 
le premier cas, (14.6.11 ), pour obtenir la section efficace de production exclusive de N parti- 
cules, ou Ton tient compte de toutes les particules qui sont produites a l'etat final, on prend 
les derivees de la fonctionnelle generatrice au point u = 0. Dans le deuxieme cas (14.6.31 ), on 
obtient la section efficace inclusive de production de iV particules en effectuant la somme sur 
l'espace de phase d'un ensemble de m particules dont on ne tient pas compte dans l'etat fi- 
nal ; ceci revient a prendre les derivees de la fonctionnelle generatrice au voisinage de u = 1. 
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Remarque : dans le cas de revolution independante des jets initiaux (q et q) on peut representer 
(14.6.21) comme le produit de deux FG's 



da e e {u} = da Z F (p + , 1; {u})Z F (p_, 1; {«}). 

4.6.1 Fonctionnelle Generatrice pour les jets de quarks et de gluons 

On prend un seul gluon d' impulsion / qui ne rayonne pas et qui appartient a une certaine 
branche. L' expression de sa FG decrit un sous-jet constitue par une seule particule et s'ecrit 
sous la forme 

Z(l,Qf,{u}) =u(l)e' UJG{l ' @l) = u(l)exp\ [ dK - [-1] \ . (4.6.4) 

0/ est Tangle d' emission du gluon d' impulsion I qui joue le role d' angle d'ouverture du 
sous-jet I. u(l) est supprime par l'exponentielle du facteur de forme qui decoule de la fonc- 
tion T 2 = e~ UG "' & " car il n'emet que des gluons virtuels. Cette suppression diminue alors 
considerablement la probabilite pour que ce gluon rayonne. L' expression (14.6.41) est ecrite a 
partir de (14.6.21) . 

Considerons maintenant que ce gluon rayonne quelques gluons "elementaires" (des gluons 
qui ne rayonnent pas). Nous appelons k son impulsion, 6 son angle d'emission et li, Z 2 ■ ■ ■ l m 
les impulsions de ces enfants respectivement, tels que > ©i > 2 > • • • > 6 m (voir 
FiggJ). 




Fig. 4.9 - Emission d'un ensemble de gluons mous d'impulsion k par un parton d'impulsion 
k. 



Z(k,0;{u}) = u(k)e-" G{k ' e) 



x 



'r(fc,e) 

dK{l 2 )u{l 2 )e- WG ^ B2) ... 



dJC(h) u(h) e -^ k ' ei) x 

t«C(4)w(Ue~ Wo(Jm,em) . (4-6.5) 



r(fe,Gi) 



r(fc,e, 



Si Ton prend maintenant l'expression (14.6.41) et qu'on la remplace dans chaque terme de 
l'equation precedente, en considerant que li « l 2 ~ • • • ~ l m (les frequences ne sont plus 
strictement ordonnees, bien que la contrainte sur les angles doit etre toujours satisfaite, on a 
m! manieres indiscernables de les placer) on a 



Z(k,Q;{u}) =u{k)e-^ @) — l 

m\ 



dK.{T)Z{l,Q v ,{u}) 



L/e>e ; 



(4.6.6) 
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Pour un grand nombre d'emissions, on effectue la somme sur m jusqu'a l'infini, on utilise 
(14.6.41) et on recrit (|4.6.6I) sous la forme 

Z(k, 6; {u}) = u(k) exp ( ! dfC( I) [Z(l, Q f , {u}) - 1] j 

= u{k) exp <f / d ±% ^ [Z(l, 0, {«}) - 1] 1 . (4.6.7) 
(Jr(k,e) 1 2 ^ l ± * J 

Nous devons maintenant demontrer que (|4.6.7I) se generalise, que les emissions soient elementaires 
ou non, on aura ainsi obtenu l'Equation Maitresse satisfaite par la FG dans 1' approximation 
DL. La demonstration est simple. II suffit en effet de considerer un gluon d' impulsion U qui 
emet a son tour d'autres gluons (Fig |4.10|) . On effectue les memes demarches et on obtient, 
en respectant la contrainte angulaire a l'interieur du sous-jet, un terme dans (14.6.61 ) qui s'ecrit 
sous la forme 




Fig. 4.10 - Emission d'un ensemble de gluons mous d'impulsion Zj par un parton d'impul- 
sion k. 



telle que : 



z{h, e i; {u}) = u(h) exp { / dK( h ) [z(u, M) - 1] j ■ 



Ceci peut se generaliser Mi et, ensuite, on finit la demonstration en repetant les etapes 
precedentes : m devient le nombre total de sous-jets a l'interieur du jet. On demontre ainsi 
que pour decrire le jet, il suffit de decrire la premiere emission, ce qui est une consequence 
des contraintes sur les angles d' emission. 

4.6.2 L'Equation Maitresse (EM) 

On donne (voir [6l et les references ci-incluses) 

Z A (k, 6; {u}) = w(A;)e- LJG(fc ' e) + (4.6.8) 
du' d 2 k' ± 2C A a s 



r(fe,e) W k'l 7T 



i e -"A(k,e)+u A (k,e') ZA ( kj Q/. { u })z G (k', 6'; {u}) 



pour l'interpreter physiquement, puis on demontrera qu'elle est equivalente a (14.6.71) . 
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- La fonction Z& represente la Fonctionelle Generatrice (FG) des grandeurs inclusives pour 
les jets de quark ou de gluon (A=G, Q,Q ; Cq = N c = 3 et Cq q = Cf = 4/3) ; 

- Za — Zq F dans 1' approximation DL ; 

- le premier terme de T equation decrit le jet sans emission d'autres gluons ; 

- dans l'integrand on reconnait la structure doublement logarithmique, k' = (u' ', k'^j est la 

quadri-impulsion de la premiere emission molle a partir du "parent" A (dont 1' amplitude 
est proportionnelle au facteur de couleur correspondant C a)- Cette emission est suivie 
par revolution de deux jets G et A de quadri-impulsions k' et k (recul de A neglige) 

respectivement, et 6' = (k', k) (voir Fig J4.1 II) . la contrainte angulaire impose que les 
angles d'emission des partons emis par la suite doivent etre tres inferieurs a ©' ; 

- 1' integration sur Y impose 

u' < k° = \k\, 0' < 
ou est Tangle d'ouverture du jet (parametre externe), ~ 1 pour etre conforme a DLA. 
La condition 0' < est une contrainte cinematique. joue de meme le role de parametre 
d' evolution; 

- l'exponentielle dans l'integrand garantit que la premiere emission est celle du gluon de 
quadri-impulsion k' et que A n'emet que des gluons virtuels dans l'intervalle angulaire 

(6,0'). 

Le parametre devolution n'intervient que dans le facteur de forme du parton A, soit 

u(/c)exp [-u G (k,Q)) 
et sert de limite superieure d'integration dans les equations d'evolution 

r du' d 2 k' ± r e d®_ r k ° r 2n df_ 

Jr(k,e) W luk'l J Qo/k0 0' J Qo/e , u' J 2tt ' 

Ici, dans la deuxieme integration, on fixe Tangle et on integre sur Tenergie, dans la premiere 
Tenergie est fixee a A; . La forme suivante est aussi valable : 

r du' d 2 k' L r k ° du' r e d& r 2w d<f/ 

Jr(k,e) W 2iTk' 2 J Qo/e u' J Qo/u) , 0' J 2tt ' 
Discutons d'abord ces limites d'integration dans le dernier cas : 
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- > 0' est une contrainte cinematique, de plus k' L rs u'Q' ^ Qo, d'ou 0' ^ Qo/w' ', 
finalemet Q /u' < 0' < 

- l'energie de remission etant inferieure a celle du parton qui l'a emis, to' <C k° (approxi- 
mation molle), et avec u/G ^ Q , nous avons bien Qo/Q ^ cu' ^ k° ; ici k° est une 
energie. Q est le "cut-off" colineaire ou l'impulsion transverse minimale des gluon emis. 

On prend la derivee de l'equation (14.6.81) par rapport a sur le produit Z exp (— to) : 

d r -uttk^r, „ ~m -»*<k.&\ f h ° du' f 27T d(P'2C A a 



<91nQ 
on utilise 



[e-«^Z A (k, 0)] = [ d 4T ¥-*°**Z A (k, &)Z G (k' } 0), 

jQo/e w Jo 2vr * 

d . f k ° du' f 2n d<f)' 2C A a s 



<91n0 

et on obtient 

■•/,•" 

ZJk Pi) = I 

dm© 



Jq o /0 w Jo 2tt tt 



Z A (/c,0) = / — / [Z A {k, Q)Zc{k , 0) — Z A [k, 0) 

= Z, (t ,e)/" ^r^2^ [W e)-l]. (4.6.9, 

ion/6 W Jo 2f f 



L' integration de cette equation avec la condition initiale (pour remission de plus petit angle) 

Z A (k, 0; {M})| fe o e= Q = u(k), 

entraine 

Z A (k, 0; {«}) = u (k) exp ( [ 7oW) [Z Q (k', 0'; {«}) - 1] Wo) 

Nous avons introduit l'expression de la constante anormale 7q en DLA (voir %\ et references 
incluses) : 

7o(fcJ " vr "/31n(fci/A2)' ^ AAY > 

elle determine le taux de croissance des multiplicites dans les jets en fonction de l'energie 
(voirEU). Dans (14.6.111) 

ou est le nombre de fermions, = 3 est le nombre de fermions legers. La condition de 
normalisation 

Z A (k,Q;{u}) | u=1 =l. (4.6.12) 

garantit que la section efficace totale est independante de Q . On a done demontre que (14.6.81) 
est bien equivalente a (14.6.71) . 

Avec ceci on peut obtenir les equations d' evolution pour les grandeurs inclusives, telles que 
le spectre des particules (voir [10]), les correlations a deux particules dans un jet (voirfTTIet 
[T2|) . En general, on obtient ces observables en prenant n fois la derivee fonctionnelle de la 
FG par rapport aux fonctions de sondage : 

D^{h, ...,k n )= 8 n Z({u})/8u{k 1 ) . . . Su{k n )\ u=1 , 
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et les correlations : 

T^(h, ...,k n ) = S n \nZ({u})/5u(k 1 ) . ..u(k n )\ u=1 . 

A la place de T on a utilise C dans les articles \TT\ et [12] pour noter le correlateur a deux 
particules, soit pour n = 2 on a : 

C = T*> 



4.7 Spectre inclusif d'une particule p dans un jet 

Pour obtenir la distribution inclusive = D P A ou le spectre inclusif d'une particule p (de 
quadri-impulsion k p ) dans le jet A on prend la derivee fonctionnelle de l'EM (|4.6.10l) par 
rapport au(k p ) au voisinage de u = 1 ||6l : 



Di(k p ,e) = j^z A (k,e-,{u}) 



(4.7.1) 

w=l 



k etant la quadri-impulsion du parton initiant le jet A. Dans la suite, on considere k 2 « 0, 
fcp ~ 0, ce qui permet d'ecrire E = k° m\k\, E p = k p ~\k p \. On a par definition 

xD p A {x, 0) = E p -^—Z A (k, 0; {«}) 

du{k p ) u=i 

ou Ton appelle x = E p /E, la fraction de l'energie E du jet emportee par la particule p 
d'energie E p , definie dans le centre de masse de la particule de quadri-moment k. 
On fait agir 5 / 8u(k p ) sur l'equation (14.6.91 ) en utilisant la condition de normalisation (|4.6.12l) 
et on obtient : 



q f~i rE j i 



que Ton integre sur 

D A (k p ,e) = 5 A 5(l-^-)+^ f ^ [ E ^^D A (u>,er, (4.7.3) 
V & y j\ c J Qo /e p u JQ /(e) mm u 



le premier terme de (14.7.31) represente le parton A sans d'autres emissions, et Q min =Q /E p . 
On effectue le changement de variables suivant (le meme que dansQTJen "MLLA") 

y = \n(E p Q/Qo), i = \n{E/E p )=\n^- (4.7.4a) 

y' = hi(E p &/Q ), £' = In {u'/E p ) = In (4.7.4b) 

x 

ou z = uj'/E. Avec ceci, Q /(@)min < w' < £7 <S> < f < ^ et Q /E p < 0' < <=> 
< ?/' < y. L'equation pour le spectre inclusif d'une particule dans un jet A se recrit alors 
sous la forme simple : 

D A (£, y) = 5 A S (£) + ^ I dt< f dy'^E' + y>) D A (£', y') (4.7.5) 

c i/ J 
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oil Ton a ecrit (14.6.111) comme (k± « u/0') 

7oV©0 = = 7 1 FQ , — s- = 7o 2 (^' + y') 1 



avec A = ln(Q / Aq C d)- (14.7.51 ) est generalisee au cadre "MLLA" par les equations (3.12) 
et (3.13) dans 1' article [TTl Dans le cadre DLA, on fixe 7q a la valeur de la virtualite du jet 

Q = 2E sin 0/2 e = 1 EQ (durete du processus), soit, pour u' — E et 0' = 0, nous avons 

7o 2 = M9 ^ ~tt = ttt^— , v ^ + 2/ = le- (4.7.6) 

La relation entre le spectre inclusif d'une particule dans un jet initie par un quark (anti-quark) 
et celui d'une particule dans un jet initie par un gluon en DLA est la suivante : 



D P o = (4.7.7) 



Si Ton veut obtenir le spectre des particules dans un jet A d'energie totale E et angle d'ou- 
verture on doit fixer la somme 

EQ 

Y e =£ + y = ln—. 

4.7.1 Solution de l'equation (14.7.51) pour a. s constant. Transformee de 
Mellin et "Hump-Backed plateau" 

Dans cette approximation (DLA) on ne tient pas compte de revolution de la constante de 
couplage a s (ou de la constante anormale 7 ). Sa valeur est par consequent fixee a celle qui 
correspond a la premiere emission (gluon G emis par A a Tangle 0' « 0) 

On peut alors resoudre (14.7.51) en effectuant une transformation de Mellin 

D a (4 V) = // ^ V P A v) (4.7.8) 

J JC (27T2) 

ou le contour C pour chaque integration se trouve a droite de toute singularity sur le plan 
complexe. Nous pouvons etendre les limites inferieures d'integration sur t et y a — oo car les 
integrates correspondantes dans le plan complexe sur uj et v sont nulles. Nous obtenons, en 
extrayant 7q du symbole de 1' integrate, le "propagateur" dans l'espace de Mellin : 

V\ (w, v) = ^7- ( 4 - 7 - 9 ) 

v - %/uj 

qui presente un pole en uqUq = 7q. Nous avons utilise' la representation suivante pour 5(£) 

8(£) = 



du du we e uy 
(2vri)2 e V' 
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On effectue la premiere integration sur v, puisque y > on ferme le contour a gauche de 
sorte que Ton inclut le pole vq = ^q/oj. On prend maintenant 1' integrate sur u : 



D p A (£,y) 



duo 
, 2iri 



exp (uj£+ (t£/w) y) 



(4.7.10) 



qui est, en effet, la representation integrate de la fonction de Bessel de premiere espece. La 
solution de (14.7.51) est 



D\ (£, y) = 6 p A 6 (£) + jfaSh (270^) 



(4.7.11) 



Pour en deduire le spectre inclusif des particules dans le jet en fonction de £ = ln(l/x) 
par exemple, on doit fixer Y@ et remplacer y dans (14.7.1 II) par y = Yq — £. Dans le cas de 
1' annihilation e + e~ (deux jets de quarks avec 6 ~ 1), le premier terme est nul car p = G 7^ 
Q(Q), et nous avons 



dN 



G 



^ y 1 1 )} \d\n(l/x)) QQ N c m \j \n(l/x) [ m \j Q x 



(4.7.12) 

qui est represente sur la Fig l4.12l pour Yq = 7.5, 15, 20, 25. C'est ce que Ton connait dans la 
litterature comme "hump-backed plateau" ll9ll [|23l lfl~3Tl . On pose D P G = D et on recrit : 




Fig. 4.12 - Spectre inclusif des particules dans deux jets de quark. 



D(£, y) = 8(£) + 7o a/|/i (270^) - 



(4.7.13) 



Dans la limite asymptotique (E tres grand), cette expression, avec y = Y®—£, peut etre 
remplacee par (voir lfT9ll ) 



D(£) 



dN 



d\n(l/x) 



Le spectre (14.7.121) a une propriete interessante, il presente un maximum asymptotique pour 
la valeur £ max — Y/2 ; c'est ce que Ton observe sur la figure Fig J4.12[ Lorigine de cette 
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bosse est liee a la structure doublement logarithmique des emissions (molles et colineaires). 
En particulier, on remarque que la distribution decroit lorsque £ augmente, soit lorsque x 
diminue. On aurait pu s'attendre a ce qu'elle augmente car l'espace de phase, etant de plus 
en plus large, augmenterait la probablite pour la production de ces particules. Neanmoins, 
puisque les particules sont de plus en plus molles, Tangle doit augmenter de sorte que 
la condition k± « luQ ^ Qo soit toujours satisfaite ; dans cette region, les particules 
sont emises a plus grand angle que prevu et par consequent, les gluons mous interferent 
destructivement. C'est le phenomene qu'on connait comme coherence des gluons mous en 
CDOjl9l [|23l . II a lieu dans la region de l'espace de phase ou l'impulsion transverse est tres 
faible, ici, pour y — > 0. Ceci se voit dans la decroissance de la distribution (Fig J4.12l dans la 
limite t— > Y e , soit lorsque x decroit (voir aussi et references incluses). 



4.7.2 Derivees logarithmiques (utiles pour Particle [IT] et H21) 



II est tres utile pour le chapitre suivant de donner la definition et l'ordre de grandeur des 
derivees logarithmique du spectre. On definit 

il>(l,y) = ln[D(l,y)}. (4.7.15) 

On prend les derivees par rapport a £ et y 

D t (e,y) R D y (i,y) [~£ 

W' v) = D{£-y) =7b V7' M,y) = W^y) = ly ( } 

Dans les deux cas on constate que tfj£ = O(7o) et ip y = 0(70). Si on passe a la seconde 
derivee on voit que ipu = 4> yy = i>i y = C(7o) sachant que l/£ ou l/y oc 0(^q). 



4.8 Distribution doublement differentielle inclusive et dis- 
tribution angulaire inclusive de la particule detectee 

Nous presentons le seul calcul qui a ete effectue dans le cas des distributions inclusives en 
fonction de l'impulsion transverse des partons emis (voir [6] et references incluses). Nous 
l'avons generalise au cadre MLLA dans l'articleQI)] La distribution inclusive doublement 
differentielle est obtenue en differentiant (14.7.1 II) par rapport a Tangle de la particule 
detectee, soit par rapport a y 



dD d 2 N d 2 N 



dy d£ dy d£dha.Q 



7 2 /o(2 7 ov / ^)- (4-8.1) 



Pour en deduire la distribution angulaire , ou la distribution en fonction de y = In k± on 
integre ( 14.8.11 ) dans Tintervalle ^ £ ^ Yq —y, c'est a dire sur Tenergie des particules qui se 
trouvent dans le cone d'angle d'ouverture 6 (qui est inferieur a Touverture totale O du jet). 
L' expression pour la distribution angulaire inclusive est obtenue de la fa§on suivante 

dN r YB o~ y ,d 2 N o r YB °- y 



din A; 1 



I M Uiy=<l rf «»(^V^). (4.8.2) 



Nous pouvons representer (14.8.11) en fonction de y pour plusieurs valeurs de I, c'est a dire 
qu'on fixe Tenergie de la particule detectee et on trace sa dependance en fonction de k± 
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(voir Fig J4. 131 gauche). De meme, on peut representer (14.8.21) numeriquement pour plusieurs 
valeurs de Y@ (voir Fig l4.13l droite). 

Dans cette approximation (DLA), on neglige revolution du jet entre Go et 6 < 6o- II 
sera demontre dans 1' article ITOl que revolution du jet entre les angles 6 et < entraine des 
corrections qui ne sont pas negligeables. On peut en deduire les courbes pour les distributions 
a l'interieur d'un jet de quark en multipliant par le facteur Cp/N c . Une fois de plus, on 
constate, dans la decroissance de la Fig J4.13l lorsque y — ► les effets de cohenrece des 
gluons mous qui sont emis dans cette region. 

Remarque : La forme des distributions de la Fig J4. 131 ete comparee avec celle que nous 
avons obtenue dans le cadre MLLA dans l'appendice E.3 de 1' article [TOl 



4.9 Multiplicites des jets et interpretation de la dimension 
anormale 

Dans ce paragraphe, on applique les techniques de la FG au calcul des multiplicites dans les 
jets. Dans cet objectif, on remplace u(k) par une constante dans (14.6.101) car cette observable, 
contrairement au cas du spectre inclusive, ne depend ni de l'energie E ni de Tangle d'ouver- 
ture du jet separement, mais de leur produit Q = EQ, soit de 1' impulsion characteristique 
du jet (ou de la virtualite totale du jet). On pose 

Z{k,Q;u(k)) = Z{y;u), y = In ^ = In Q- 

vo vo 

et on ecrit 1' equation maitresse qui permet d'obtenir les equations des multiplicites et des 
fluctuations des multiplicites (correlateurs de multiplicites) dans les jets : 

Z(y;u) =uexp (f dAv - l/HW)W',u) - 1]) , y' = ln^. (4.9.1) 

Les conditions initiales et de normalisation s'ecrivent maintenant sous la forme : 

Z(0;u) = «, Z(y;l) = l. (4.9.2) 
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Pour obtenir (14.9.11) nous avons effectue la chaine de transformations suivante : 



r(fc,e) 



du/ d 2 k' ± 



du' 



Qo/e 



UJ' 



d{u'&) 



ln(fc°e) 



dln(u/9) 



In Qo 



ln(a;'e) 



dink] . 



InQo 



II y a deux manieres de traiter les fluctuations des multiplicites : soit on etudie la distribution 
P n = a n /a des evenements sur le nombre total des particules produites, soit on mesure les 
correlateurs des multiplicites inclusives n k = (n(n — 1) . . . (n — k + 1)). D'apres (14.6.11) 
qui definit les proprietes exclusives des distributions partoniques en termes de la FG, la 
probabilite de production de n particules s'ecrit alors sous la forme : 



1 n 

n\ n 

1=1 



d 3 k, 



6 



5(u(ki)) 



Z{{u}) 



{u=0} 



La derivee varitionnelle sur les fonctions u(k), suivie de l'integration sur l'espace de phase 
des quadri-impulsions des partons, est equivalente a la differentiation de la fonction Z{u) , u(k) 
u que Ton a deja evoquee : 



Z(y;u) = Y i P n (y)u n . 



{u=0} n=0 

II est utile de remarquer que la distribution des multiplicites est normalisee a l'unite : 



oo °° \ f d 

5^ Pn = ^ n\ \ d^L 



n=0 



n=0 



Z(u) 



U 



{u=0} 



Z{u) 



{u=0} 



1. 



{«=!} 



4.9.1 Correlateurs des multiplicites 

Par definition 

oo 

n k{y) =y^n(n- l)...(n-k + l)P n {y). 

n=k 

Cette procedure equivaut au calcul du A; eme coefficient de 1' expansion de Taylor de Z au 
voisinage de u = 1 



n k (y) 



v 7 n=0 



{u=l} 



(4.9.3) 



{«=!} 



Par consequent, l'expansion des FG's au voisinage de u = 1 peut s'ecrire en termes des 
correlateurs des multiplicites comme 

°° (u - l) k 

z {y\ u ) = z~2 — ~y — n k{y), (n = o). 



k=0 



k\ 



4.9.2 Multiplicity moyenne des partons 

Elle correspond a la valeur k = 1 dans l'expression (14.9.31 ) : < n >= ri\ = n. On differentie 
(14.9.11 ) deux fois par rapport a y, puis par rapport a u, on pose u = 1, Z = 1 et on obtient 
l'equation pour n(y) dans le cadre DLA : 

n"{y) = i 2 (y)n(y) (4.9.4) 
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avec les conditions initiales n(0) = 1, n'(0) = 0. Ici, 



%( k ±) = t— = —/ — z ^ — v = %(y) = ^t—^^ A = ln 



4.9.3 Solution de l'equation (333b pour ?/ + A, A > 1 

On resout (14.9.41 ) en effectuant une transformation de Mellin-Laplace que Ton ecrit sous la 
forme : 

n(y)= / — e^n(u), (4.9.5) 
J c 

ou C est le contour d'integration que Ton choisit a droite de toute singularity. On substitue 
(14.9.51 ) dans ( 14.9.41 ) et on obtient l'equation differentielle satisfaite par n(uj) : 

- A — - n(u), (4.9.6) 



duj \ uj (3uj 2 
que Ton integre, puis Ton remplace dans (14.9.51) pour obtenir 

, . f duj exp \(y + \)ui + l/doj] If duo exp \\uo + l/(3uS\ 

n(y) = const x / -— , const =11 7— 5 

J c 2m u> 2 I J c 2m uj a 

(4.9.7) 

ou la constante decoule de la condition n(0) = 1. Or, dans la limite asymptotique y + 
A, A ^> 1 qui garantit, en particulier, la convergence de la serie perturbative a s /n <C 1, les 
representations dans (14.9.71) peuvent etre estimees par la methode du col. On n'ecrit pas la 
constante qui se simplifient dans le produit de : 

n(y) oc (y + A) 1/4 exp ^V / T^j , const « A _1/4 exp ^--^=\/Xj 



et on obtient 

y+A,A>l fy + A N 1 



n(y) 



(^) ^[^(v^-^. 



(4.9.8) 



Cette expression s'allie a celle de 1' approximation WKB [6] par la representation 



n(y) = exp< / dy'j Q {y') 



ainsi, la quantite 70 s'identifie a la dimension anormale qui determine le taux de croissance 
des multiplicites en fonction de l'energie dans les jets hadroniques. 

4.10 Representation integrate du spectre dans Pespace de 
Mellin; cas cx s (k±) variable 

On considere maintenant l'effet de la variation de la constante de couplage sur le spectre. On 
ne peut done pas extraire 7q de l'integrale. Nous allons exposer les techniques necessaires 
pour estimer le spectre, pour la premiere fois, dans le cadre de 1' approximation ou on intro- 
duit les corrections en logs simples (MLLA, voir[T2l). On effectue le changement de variable 
suivant 

F (£, y) = 7o 2 D (I, y) = ± {£ + y + A)" 1 D (£, y) , (4.10.1) 
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ou 

^^^wTiTAr (4 - ia2) 

on recrit 1' equation (14.7.51) sous la forme : 

{3(£ + y + X)F(£,y) = 5(£)+ fd£' f V dy'F{£',y') (4.10.3) 

Jo Jo 

et on effectue une transformation de Mellin sur la fonction F(£, y), soit 

J J (2m) 

le membre de gauche de l'equation (14.10.31) devient, au facteur (3 pres, apres une integration 
par parties 



duj dv 
(2mf 



d d 

I 

duj dv 





F ( Wj v ) = J 


" f dudv / 






J (2m) 2 \ 



L'equation dans l'espace (uj,v) devient 



= l + £. (4,0.4, 

\ OUJ OU J V LOU 

On decouple cette equation en effectuant le changement de variables suivant : 

, to + V , UJ — V 

uj = et us = 

2 2 

et on recrit (14.10.41) sous la forme 

T 



dT\ 1 



u' 2 - v' 2 ' 



II s'agit d'une equation lineaire non-homogene que Ton peut resoudre facilement. La solu- 
tion de l'equation homogene est la suivante : 



T (uj, v) = — 



1 / ds ( 10 \ V + SI x 



P Jo v + s \ { u + s ) v 

nous l'avons recrite en fonction des variables precedentes. On obtient une representation 
integrate pour le spectre inclusif d'une particule avec a s variable 

D (£, y) = (£ +y+ X) [[ f (p^) ^ c - (4.10.5) 

V ^ V ' JJ (2mf Jo V+S\{u + S)v) 



Cette representation a ete donnee, sans demonstration, dans [91 et 11231 . Elle est generalisee 
dans 1' article d2lau cadre MLLA. 

Remarque : Dans la limite a s -constante, on doit trouver (14.7.131) . Ceci revient a poser £ = 
y = dans (14.10.21) . soit© 

">« {e+y) =i3(d^r=""> i= Tx avec a>>i ^ 7 » 2<<i - 



6 cette limite n'est bien sur pas physique vu que Q ^ Qq 
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Ceci signifie que Ton ne tient pas compte de revolution de la constante de couplage. Tout 
se passe comme si on donnait a la premiere emission la valeur de 1' impulsion transverse 
minimale Qq. Nous engageons le lecteur a etudier le paragraphe 3.4 de 1' article [T2l Pour 
A > 1, on doit avoir s < 1 de sorte que Ton evalue l'integrale dans le domaine de s 
ou le resultat est non-negligeable. On effectue 1' expansion dans 1' integrand (voir aussi le 
paragraphe 3.4 deO : 



1 



UJ\V + s. 



V + S \ ((V + s) V 



l//3(u,-i/) 



1 

P 



V 



1 

V 



1 + 



1 1 

J^ S+ 2! 



{3u v 



1 

3! 



j3u v 



quand on integre sur s, on utilise J °° s n e 



-As n\ 



et on obtient 



+ . . 



T>(u,u) 



1 

v 



i \V i x2 



n 3 /p 3 



en accord avec l'expression du "propagateur" (14.7.91) . 

Remarque : La limite A = ne peut pas etre prise car la representaion (14.10.51) diverge. 



4.11 Estimation du spectre par la methode du col [EDS] 



Nous donnons ici 1' estimation du spectre (14.10.51) en presentant la methode du col de maniere 
detaillee (car elle sera utilisee dans [Til) . On utilise les techniques et notations de flU que Ton 
generalisera au cadre MLLA dans 1' approximation Q ^ ^qcd (voir article O. On definit 
la fonction []9l 

a(.) = ]r i^ln^l^-A. (4.11.1) 

p{u> — V) [UJ + S) V 

dont on prend la derivee pour obtenir la valeur s qui l'annule, a'(s ) = 

(3 (u + s) (u + s) 



et on obtient s (u, u, A) = | f y ^ + (a; — v) 2 — (cu + v) 

Pour verifier qu'on peut bien appliquer cette methode, il faut determiner le signe de a"(s ) ; 
cela donne 



a"(s ) = -(3X\l— + (u-u)*<0, 



done on peut effectuer 1' expansion de Taylor : 

1 



<') = a(s ) + ^a"(s )(s - s ) 2 + 0((s - s ) 2 ) 
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On obtient ainsi une integrate gaussienne dont le resultat sera d'autant meilleur que A ^> 1, 

ds (uj[v + s)\ e _ As _ e / dse _i K(soKs _ so)2 



o v + s \ (uj + s) V ) V + S Jo 

d £ e ~* =— i n, „, m [l-erf(-e )] 



v + s o Vk"(so)| -/-So z/ + s V 2 | t7"(s ) | 



, G(fo) « 2W ; (4.11.2) 

2( I / + So )^)f V 2(i/ + 50)^/1^)1 

En effet, £ (oj, v, X) = s oy /\a"(s )\ et G(£ ) = [l - erf(-£ )], avec £ ^ A 1/4 G -> 20. 
Nous avons alors pour y) l'estimation suivante 

ou 

(u, !/, £, ?/) = ^ + z/y + 1 In ^(^ +a °) _ Aso (^, z/, A). (4.1 1.4) 

fj(uj-v) (cu + s )v 

On utilise la methode du col une deuxieme fois, maintenant sur la double integration pour 
ainsi determiner le point de col (uj , v ) qui satisfait 

^ = = 
duj dv 

et on obtient les equations 

90 -' 1 ln " (;/ + g ° ) + , * - -a £±^ = 0, (4.11.5a) 



du (5(uj — v) + s ) v (3oj(uj — v) (uj - v) 



1 n uj(v + s ) 1 .(uj + s ) , , , , ry 

) ^ + ^7 ^ ln 7~ \ m \ +X l T = - (4.H.5b) 

dv f3(uj - v) (oj + s ) v [Jv(uj - v) (uj - v) 

On additionne et on soustrait (I4.11.5al) et (I4.11.5bl) terme a terme et on obtient respectivement 
les relations ^ 

^0^0 = -577/- \ rr , (4- 1 1 -6a) 

(3(£ + y + X) 

1 n 1 . 1; \ 2 uj (vq + Sp) 

y — t— 777 r (1/^0 + l/^o) 9 l n 7 \ — 

P(wo-vo) (3(uJo-vo) (uJ + so)v (4.11.6b) 

ujo + vo + 2s 
ujo - v 

satisfaites par (uj , v ) avec : 

(ujo + so) (v + s ) = — . (4.11.7) 
Si on utilise (14.1 1.5al) et (14.1 1.5bl) pour remplacer £ et y dans (14.1 1.41) . on obtient 

*K -0, *, y) = „, 2 , In ^±i2l . (4.1 1.8) 

/? (UJ - v Q ) (ujo + s ) v 



7 la fonction erf(x) tombe tres vite vers — 1, (1) lorsque x < 0, (x > 0). 
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On introduit les variables auxiliaires //, v pour parametriser le point de col : 



(cu + s ) (z/ + s ) = ^=e ±v ^\ (4.11.9) 



Avec celles-ci on a pour (14.1 1.6bl) 

y — £ (sinh 2/i — 2/i) — (sinh 2v — 2v) 
y + £ 2 (sinh 2 fi - sinh 2 *u) 

et puisque lo - vo = (^o - «o) - (^o - s ) 

sinh t; sinh [i 

Vx ~ V£ + y + a' 

Finalement (|4.1 1.41) devient 



(4.11.10a) 



(4.11.10b) 



= (ye + y + x- Vx 



y/]3 V / sinh /i — sinh 

On peut maintenant effectuer le developpement limite suivant pour estimer l'integrale au 
voisinage du point de col : 

<f>(u, v, £, y) = (j)(u , vo, £,y) + ^ ^ (wo, ^o) (w - ^o) 2 + ^ |^ Oo, ^o)0 - ^o) 2 

+ dud^ U} ° ,U °^ ^ _ ^°^ Z/ ~ u ^ + ° K w ~^o) 2 , (w - w )(i/ - z/ ), - ^o) 2 ] (4.11.11) 

Nous aurons besoin d'introduire le determinant pour estimer cette double integration par la 
methode du col : 



DetA 



d 2 d> d 2 d> ( d 2 d x 2 



duo 2 du 2 V diodu 



Les expressions des derivees partielles et celle du determinant sont donnees dans l'appendice 
19.2.11 Avec celles-ci, 1' expression pour le determinant s'ecrit en fonction de (14.1 1.9b sous 
la forme : 



DetA((i,,v) = (3{£+y+X)' 



(fi—v) cosh fi cosh v + cosh /i sinh v — sinh \x cosh v 



sinh 3 ji cosh v 



(4.11.12) 



On choisit le contour de sorte que Ton obtienne le resultat en integrant le long de l'axe 
imaginaire ; on obtient une double integration gaussienne dont on ecrit la reponse dans la 
limite £ + y + A > 1 (voir 19.2. lb : 

lop (*, „)] « 1. [yi^l _ Vx) sm j:: mhi , + v + 1»[A%, „, A)], (4.11.13) 

OU 

1 (£) 1/4 



2 ^ir cosh -u DetA (//, 



8 Cette expression n'avait jamais ete calculee auparavant ; en particulier, son expression sera utile pour Par- 
ticle Q~2] Elle permet d'obtenir les corrections en "single logs" qui sont liees a la variation de la constante de 
couplage a s . 
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2 4 6 8 10 



Fig. 4.14 - Determinant DetA(fx(£,Y),u(£,Y)) en fonction de £ = ln(l/x) pour Y = 
10 > A = 2.0 . 



Nous obtenons dans cette approximation une estimation du spectre D(£,Y) en DLA qui 
inclut la normalisation (avec l'expression du determinant ici obtenu) ; on fixe la somme £-\y = 
Y : 



D(£,Y) «jV(/i,<u,A)exp 



i' 



sinh jj, — sinh v 



v 



(4.11.14) 



Or, dans cette approximation, puisqu'on ne s'interesse qu'a la forme de la distribution, on 
neglige les contributions qui apportent des effets sous-dominants. Dans ce cas, on ecrit sim- 
plement le resultat de [9] qui neglige M et ne donne que Failure de la distribution : 



D(£,Y) ~exp 



2 

7$ 



(VYTx-Vx 



fl — V 



sinh /i — sinh v 



qui a permis de predire l'existence du "hump-backed plateau". Nous remarquons que le 
facteur pre-exponentiel J\f de la distribution (14.1 1.141) est instable dans la limite infrarouge 
A — > ; cependant, la forme de la distribution donnee par la fonction dans l'exponentielle 
est, elle, stable. Or, on sait que pour garantir la convergence de la serie perturbative, il faut 
a s /n <C 1 ^ A 3> 1, ce qui est en accord avec la condition d' application de la methode du 
col ayant permis d'estimer l'integration sur s (14.11.21) dans (14.10.51) . Nous pouvons utiliser 
l'expression de la multiplicite moyenne (14.9.81 ) dans la meme limite et renormaliser (14.1 1.141) 
par 



n(Y) 



Y + X 
X 



1/4 



cxp 



2 

7^ 



(VyTx-Vx) 



pour obtenir 



D(£,Y) ^ / /?V 2 (y + A) 3 / 2 
n(Y) y tt cosh. vDetA(n, v 



-exp 



V 



1 +V 



sinh /i — sinh v 

(4.11.15) 

Par contre, (14.1 1.151) est bien stable pour A — > ; nous en donnons Failure dans la Fig |4.15l 
pour Y — 10 et A = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5. Nous rencontrons la meme forme ("hump-backed 
plateau") que dans la Fig l4.12l A partir de l'expression dans l'exponentielle de (14.1 1.151) . on 
peut verifier que la position du maximum correspond a £ max = Y/2. En effet, en regardant 
le membre de gauche de (14.1 FlOal ), on en deduit que ji et v doivent etre petits au voisinage 
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Y = 10.0 





7i=1.0 




^^^v ^=15 - 




2^=2.0 - 


//// 


^=2.5 







1 23456789 10 
l=ln(1/x) 

Fig. 4.15 - Spectre normalise D(£,Y)/n(Y) en fonction de t = ln(l/x) pour Y fa 10 et 
A = 1.0, 1.5, 2.0, 2.5. 



de ce point ; dans ce cas, (14. 1 1 . 10a!) et (14. 1 1 . lObb deviennent (utile pour la suite) 



3 (V ^ W 1 / 2 ^' 



(Y + X)' 



ou on a deja remplace \x par 



v ~ 



F + A 



1/2 



/I. 



(4.11.16) 



(4.11.17) 



Le developpement limite au voisinage de ce point de la fonction dans rexponentielle^ de 
(14.11.151) que Ton appelle /(//, v) s'ecrit sous la forme 

2 3 (Y/2 - if 



ou nous avons utilise 



(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 2 



+ 



(Y/2-£) 2 ) ; 



gg„ o (y + A) 1/2 
d£ (F + A) 3 / 2 -A 3 / 2 ' 



(4.11.18) 



On s'interesse maintenant a l'expression du determinant dans cette limite. On l'ecrit d'abord 
sous la forme suivante que Ton evalue au voisinage de £ max fnY/2: 



DetA 



Xfi-v) (i+i^ 2 ) (l+i^+a+i/. 2 ) (^ + ^ 3 )-(^+^ 3 ) (i+i^ 2 ) 



-P(Y+\) 3 [l-^)=-P(Y + \) 



^ (l + X) 



Y + A 



3/2' 



(4.11.19) 



Finalement, 



lim 



\pl\Y + A) 3 / 2 



m^-oV TrDetA{fi,v) \n^[(Y + A) 3 / 2 -A 3 / 2 ] 



1/2 



9 On ne derive pas sur le dernier terme (v) dans l'exponentielle de d4.ll.15t car ceci donnerait des corrections 
au-dela du cadre DLA. 
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qui permet de donner la forme de la distribution au voisinage de ce point ||9l ll23l 



n(Y) 



7tv7^ [(y + A) 3 / 2 — A 3 / 2 ] 



1/2 



cxp 



(Y/2 - if 



s/J3 (Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



La forme correspond a une distribution gaussienne. Pour nous trouvons a nouveau 

la decroissance rapide de la distribution qui est associee aux phenomenes de coherence en 
CDQ ; elle constitue l'une des predictions les plus importantes de CDQ perturbative. 

4.11.1 Deux limites utiles 



Deux limites sont interessantes pour les formules (14. 1 1 . lOab et (14.1 1.10b! ) 
- t + y ^> A (bien que A> 1) entraine v <C /J et par consequent 

y — £ sinh2/i — 2/x 
y + £ 2 sinh 2 /i ' 

au voisinage du maximum £ ps Y/2 nous avons 



Y -21 
Y 



dans cette limite le spectre devient 



hi[D(e,y)]<x2< 



+ y n 



(3 sinh fj, 

A 3> £ + y (a s -constant) donne // « v (voir paragraphe 3.4 de[T2l) 



tanh /x 



it ~ - in — 

P 2 £ 



et 



qui est (14.7.141) . 



(4.11.20) 



(4.11.21) 



4.11.2 Remarque concernant les articles HH et [12 



II est interessant de remarquer que bien que le spectre normalise (14.1 1.141) par M soit di- 
vergent dans la limite A — > 0, ce n'est pas le cas des derives logarithmiques ou Ton fait 
disparaitre la dependance en A du terme lnA/"(f , A). 
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Chapitre 5 



Correlations en energie entre deux gluons 
mous produits dans un jet initie par un 
gluon ou un quark dans le cadre DLA 



On prend deux fois la derivee fonctionnelle de l'equation maitresse (|4.6.8I) par rapport aux 
fonctions de sondage u (kx) et u (k 2 ) pour obtenir l'equation satisfaite par la distribution 
inclusive doublement differentielle de deux particules dans un jet initie par le parton A [9] : 



de plus 



d { 2 ] {h,k 2 ,e) 



1 gP(7 7-.(2) / 

^1^2-3 — j — = Dy (E, 0; ujx, lo 2 ) 
a duJx doo 2 

5 2 



(5.0.1) 



-Z(k 1 ,k2,Q;u(k 1 ),u(k 2 )) 



5u(ki)5u(k 2 

II convient aussi de definir cette grandeur sous la forme suivante : 

5 2 



u=l 



i x 2 D < x > (xi,x 2 AnEQ) = Ui uj 2 



5u(ki)5u(k 2 



Z(ki,k 2 ,Q;u(k 1 ),u(k 2 )) 



u=l 



ou X12 = 0J\ l2 /E sont les fractions d'energie emportees par les deux particules dont on 
etudie la correlation dans le jet. Nous ecrivons le resultat de cette differentiation en utilisant la 
condition (14.6.121) ; de plus on prend io\ > u> 2 de sorte que Ton puisse fixer la limite inferieure 
d'integration sur la fraction d'energie zaui/E. Pour z = 1, il n'y a pas d'emission. Puis on 
rappelle que Y e = In Ceci permet d'ecrire le systeme d'equation suivant pour les jets de 
quark (A = Q) et de gluon (A = G) 



d 



<9m6 



iv c Ju>i/E z y Z Z \ Z Z J 



+ Xl D A ( Xl , Y e ) -L> G (-, Y @ + lnz) + —Dq (-, Y e + lnz) x 2 D A (x 2 , Y e ) 
z z z V z 



Ca 



dz ^ 2 Xl X 2 (2) (Xi x 2 



■7o 



Z Z 



z z 



Ye + lnz 



(5.0.2) 
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+x 1 D A (x!,Y e ] 







<9m6 



x 2 D A (x 2 ,Y e ] 



+ 



d 



<9m6 



x x D A (x 1 ,Y e ] 



x 2 D A (x 2 ,Y ( 



<-)] 



nous avons utilise 1' equation integro-differentielle pour le spectre inclusive d'une particule 
(14X21) 

d „ , . _ c A r 1 dz 



-x 



D A (x,Y ) = ^ [ ^.^Da^Ye + hiz); 

iV c Z Z Z 



<91n9 

nous allons recrire la derniere ligne de (15.0.21) sous la forme compacte 

d 

— — - [x 1 D A (x 1 ,Y@)x 2 D A (x 2 , Ye)\ 
am B 

et la soustraire dans les deux membres de la meme equation pour la mettre sous la forme 







<91n6 



(2) 

XiX 2 D\' (xi, x 2 , Y" e ) - x x D A [x x , Y @ ) x 2 D A (x 2 , Y e ) 

_ C A f 1 dz 2 Xi X 2 ( 2 ) (Xi x 2 



XI / 7 ° y 7 D ° 

iV " -lu>i/E z z z 



Z Z 



Ye + In z 



Nous integrons cette equation sur 6. La contrainte angulaire rigoureuse sur les angles des 
emissions successives en DLA impose 6 > 6i ^> 2 . Or, le plus petit angle est celui 
de remission u 2 . Toutefois, son impulsion transverse ne peut pas etre inferieure au cut-off 
colineaire k 2 j_ fa cu 2 Q 2 > uJ 2 {Q 2 ) m in = Qo, par consequent, Tangle d'integration 6i a les 
bornes suivantes, voir Fig l5.1| 



e>ei>(e 2 ) min ^QoM; 6i>e 2 , 




Fig. 5.1 - Correlations entre deux particules d'energies uii et u 2 . 



x x x 2 D A > (xx,x 2 , Y e ) - x x D A (x x , Y @ ) x 2 D A (x 2 , Y e ) = (5.0.3) 

C A f 1 dz f c/9i 2 x 1 x 2 {2) /x 1 x 2 \ 
W ~7 / -^-^--Dh'[-,-,Y ei + \nz\, 

iV c Ju!/E z JQq/u 2 Z Z V Z Z / 

on introduit par definition la fonction de correlation 
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x 1 x 2 D\ l (x 1 ,x 2 ,Y e ) = xix 2 D\' (xi,x 2 , Y e ) - x x D A (x 1 ,Y @ )x 2 D A (x 2 ,Y e ), 
dont on cherche 1' equation que Ton met sous la forme 



+ ~~-Dg ( X A Y QI + In,) —Dq ( X A Y & + In, 

on effectue le changement de variables 

z 1 
£ = ln— , ujE < z < 1 4^0 < £ £i = ln — 

et 

y = ln^^-, (6 2 ) m i n < ©i < © ^> < y < y 2 , 2/2= In 

vo vo 

on definit 77 = In ^ = In |i > de sorte que £ 2 = ^1 + V et J/i = y 2 + ??• Nous avons 



1 dz f £l ia f @ dQ 1 f y2 , 

dy. 



I^/E Z JO JQo/u>2 ®1 JO 

Nous allons egalement utiliser le changement de variables suivant 

xD{x) = D(£ = ln(l/x)). 
On arrive finalement a 1' equation suivante pour les correlations 

~ C C^ 1 f y2 r~ 

D ( 2 ) (£ 1 ,y 2 ; V ) = -^ di dy^(£+y) Dg> (£,y; V )+D G (£+ V ,y) D G (£,y+ V ) 

^cJo Jo 1 

(5.0.4) 

ou nous avons utilise O 

* £9 '> = ->—- JeB, , Xl , ^ s ■*<■' + »> = W + ,, + „ + A) ' 

(5.0.5) 



V #i Vo ^2 / 



Dans le cas z=let0i = O nous avons 

+V2 + V + A) /3(r+A) 

Le systeme d'equations couplees (15.0.41) est generalise au cadre MLLA dans 1' article ITTI (voir 
les equations (3.35) et (3.36)), du a la necessite d'inclure les corrections qui garantissent la 
conservation de l'energie dans les processus de branchement ; elles ont ete egalement ecrites 
sous forme differentielle dans lfT2ll . 
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5.1 Solution de 1' equation (15.0.4D 



On introduit les techniques que nous avons utilisees dansQTIpour resoudre (15.0.41) . Dans cet 
objectif, on utilise une methode iterative de solution, soit 

D ( 2\iu V2-, rj) = C A (*i, V2-, v)D A i(ii, yi) D A2 (£ 2 , y 2 ). 
On differencie (15.0.41) par rapport a l\ et y 2 , on obtient l'equation differentielle en DLA 

- Ca ^ 2 ( f)( 2 ) 4. n n 

D Al,y ~ y G + U G\L>G2 

Ici, on se place dans 1' approximation ou Ton considere a s constante dans l'objectif de retrou- 
ver le resultat de [9] ; un traitement complet du probleme qui tiendra compte des corrections 
en logs simples sera fait dans QT] Nous allons par consequent negliger les derivees de la 
fonction Ca 

Q I 

(Ca — l) \Pa\-£v Da2 + Dai/ D A2t y+D Alt y D A2t i + D A i D A2t i y ) = —^l(C G D G1 D G2 ^j , 



or 



C A 2 Cj A 

DAk,ly = ^~7o D Gk, D A k = J-j: 



-^D G k, k = 1,2; done 



Ca 

Nr. 



) (C A - 1) (2 1 lD Gl D G2 +D Gl/ D G2ty +D Glty D G2/ ) = ^ 7o 2 (C G D G1 D G2 ) 

7o 2 \{C G - l)D G1 D G2 + D G1 D G2 ] , 



on utilise 



on divise par (jf^j loD\D 2 et on obtient la solution suivante en DLA qui est ecrite en 
termes des derivees logarithmiques du spectre if) = ki[D(£, y)\ (voir paragraphe !4.7.2l) : 



Ca-1 



Nr 



Ca 1+ 1pGl,£lpG2 <y + lf>Gl,y1pGW 



(5.1.1) 



To 2 



Dans le cas du processus e + e — > qq nous avons (voir lfT2lO 

R = C P 



1 I 



Pour a s constante on utilise les derivees logarithmiques du paragraphe !4.7.2l et on ecrit 

N c 1 



C A ~ 1 



(Ai+j t\I- + \I-\I¥ 

"l V 3/2 V 2/1 V ^2 



puis on remplace les quotients par [i selon (14.1 1.211) (voir paragraphe 14.1 1.11) et on ecrit 



+ 



± Vl 

2/1 V ^2 



e Cm-**) + e -(w-M2) = 2 cosh (ji x - // 2 ), 
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puis 



1 + 2 cosh (/ii — jj.2) = 3 + 4 sinh 2 



2/^1-^2 



et finalement, comme dans flU, on ecrit la solution DLA des correlations a deux particules 
dans un jet 



1 



3C A . 4 2 ( fJ-i{h,yi) ~ ^2^2 ) \ ' 
3 Sm V 2 



(5.1.2) 



La solution dominante de l'equation peut de meme etre ecrite pour a s variable si on utilise la 
definition de fi donnee par (14.1 1.10a!) et (14.1 l.lObl) . Dans ce cas on a ipg = lu + • • ■ = 7oe M + 

. . . ettpy — Vq-\ = 7 e~ M + . . . , et on obtient la meme expression (15.1.21 ) avec la definition 

de ix trouvee dans le cas physique (dans rarticle[T2lnous donnons les expression des derivees 
logarithmiques obtenues pas la methode du col, voir (30a) et (30b)). Cette expression decrit la 
decroissance des correlations lorsque \q\ augmente, soit lorsque le gluon d'energie uj 2 est de 
plus en plus mou. Dans cette limite, les effets de coherence dominent et Ca — > 1 ; ceci peut se 
lire directement sur l'equation integrate d'evolution (15.0.41 ) : lorsque y 2 — > oj 2 Q 2 — > Qo 
l'integration est nulle et le correlateur tombe vers l'unite. Pour 77 = uj\ = cu 2 , elle 
coincide avec 1' expression du correlateur des multiplicites en DLA, soit [|23l 



< n{n — 1) > 



1 + -N C /2C F 



dans le cas de 1' annihilation e + e . 



5.1.1 Solution de l'equation (15.0.41) avec ct s variable 



II est utile d'obtenir, dans la solution de l'equation (15.0.41) , les termes correcteurs lies a 
revolution du jet. Si (15.1.11) est une fonction reguliere, on peut differencier Ca par rapport 
a l\ et 2/2- On obtient en differentiant les deux membres de (15.0.41) (ceci permet d'introduire 
les techniques de calcul utilisees dans 1' article ITTb 



Ca 
N, 



%{C A - 1) 1^2 + y -~i y - I + C A {XA,£y + XA,£XA,y) 

+CA[XA,e(lpGl, y + *pG2,y) + XAy(lpGl,£ + ^G2,t) 



D G1 D G2 (5.1.3) 



Ca 



(C A -l)D G1 D G2 + -^D G1 D G2 

<^A 



on divise par 



Nc . %D X D 2 , on definit 

Xa = In [C A 

ou Ca est donne par (15.1.11) . 

1 



8ai 



7o 2 



[XA,e{lpGl,y + ^G2,y) + XAy(^Gl,i + ^G2,t)] 



5A2 



To 



[XA,iy + XA,eXA,y 
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et on recrit (15.1.31) comme 

( Ca _ A ^ + fc 1 ,fe, ! ,+fc,,fc» + Sm + ^ = £ (1 _ ^ _ ^ 

finalement, la solution de l'equation pour a s variable s'ecrit sous la forme 

N c 1 - 5 A i - 5 A 2 



J- H n r 0,41 + 0yl2 



7o 2 



que Ton recrit de maniere compacte ci-dessous : 



avec 

c X \ X A ^GU^G2,y+^Gl,y^G2/ 
Oc — 0\ + 02, — 5 . 

7o 

5.1.2 Ordre de grandeur des corrections (voir aussi le paragraphe 4.2 
delB 

On a 

A = 0(1), 

7o 

oc -^Vw =^ X% = 0(To)- 
7o 

Cela donne o\ = O(j ) et 5 2 = Cm7o) ! il s representent des corrections MLLA et NMLLA 
respectivement qui doivent etre negligees dans le cadre DLA. Nous pouvons en tenir compte 
pour deceler le role de la variation de la constante de couplage par rapport au resultat (|5.1.2I) . 
Dans l'appendice F deQTJon compare (15.1.41) avec le resultat en MLLA qui tient compte de 
la conservation de l'energie dans les cascades partoniques. 



5.2 Approximation de Fong & Webber [12J en DLA (voir 
aussi 0) 

Dans 1' approximation de Fong & Webber pour le cas des correlations lfT2l . l'energie des 
deux particules se trouve au voisinage du maximum de leur distribution inclusive [13J, c'est 
a dire au voisinage de Y/2 ; l\ ~ £ 2 ~Y/2. Dans cette limite 



Y 

et on utilise l'expression de ji (14.1 1.201 ) au voisinage du maximum du spectre inclusif ; on a 

3 Jk 
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puis 

yUl - yU 2 3 



2 2 V V 

on peut done effectuer l'expansion de Taylor suivante 

1 <W 2 ~Y/2 



«1, 



y 



(5.2.1) 



l-S^^y^) 2 ; (5.2.2) 
finalement 

C^i,^) - i+ (5 - 23) 



qui est en accord avec le resultat obtenu dans 111211 en DLA. Pour a s constant on utilise 
1' expression de \x (14.11.211 ) 



avec celle-ci 

Hi - M2 



<1, 



Y 

et on obtient une expression du correlateur en DLA 

differente de (15.2.31) pour a s constante. On reporte le lecteur au paragraphe 3.4 de 1' ar- 
ticle [T2l : dans celui-ci nous expliquons dans quelle limite on peut considerer a s comme 
une constante. 



5.3 Conclusions et motivations 

Le schema de resommation DLA constitue, a petit x, le point de depart et le principal 
ingredient dans 1' evaluation des grandeurs inclusives en CDQ perturbative. Cette approche 
permet notamment de decrire la dynamique et la production multipartoniques. Elle a ete 
utilisee pour predire la forme des distributions inclusives, l'ordre de grandeur des multipli- 
cites hadroniques dans les jets ainsi que le comportement des correlations a deux particules. 
Neanmoins, que Ton considere a s constante ou variable, elle est insuffisante pour effectuer 
des predictions raisonnables que Ton puisse comparer avec les donnees experimentales des 
grands colli sionneurs de particules (LEP, Tevatron et futur LHC). En effet, 1' approche DLA 
neglige le principe de conservation de l'energie par la sous estimation du recul des particules 
chargees emettrices. 

Cette approximation, meme dans la limite des hautes energies, surestime considerablement 
la production hadronique, les distribution inclusives des particules et les correlations, du 
fait qu'elle viole la conservation de l'energie. Par consequent, dans l'objectif d'effectuer 
des predictions raisonnables, un traitement consistent et rigoureux des corrections en loga- 
rithmes simples ("Single Logs" (SL) en anglais) s'avere necessaire. II s'agit de l'approxima- 
tion MLLA dont on donnera toutes les sources physiques au prochain chapitre. Ceci constitue 
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l'objectif des travaux [TOl pour le cas des distributions inclusives en fonction de l'impulsion 
transverse (k±), puis[H]et[l2]pour le cas des correlations. 
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Chapitre 6 



Approximation Logarithmique 
Dominante Modifiee (MLLA) 

La lecture de ce chapitre aidera a la comprehension des travaux \\0[ \TT\ et [121 On y etudie 
les techniques perturbatives qui permettent de decrire les proprietes des particules de petite 
fraction d'energie (x = k/Ej et <C 1) produites dans les collisions hadroniques. N'empor- 
tant qu'une partie negligeable de l'energie totale du jet, elles font partie de la majorite des 
particules qui y sont produites. 

6.1 Corrections en logarithmes simples (SL) aux cascades 
DLA 

Nous avons demontre au chapitre precedent que la contrainte angulaire rigoureuse four- 
nit les bases de 1' interpretation probabiliste des processus de branchement des gluon mous 
rayonnes. Dans le cadre DLA : 

kf kj <C hi, Qfj <C Qji, 

ou Ton rappelle que i est le parton initiant le jet, j correspond a une premiere emission et / 
est son parton "enfant". 

Lapproche DLA est trop stricte pour donner des predictions raisonnables. Quantitative- 
ment, elle surestime les grandeurs mesurables (multiplicites des gluons, spectre inclusive 
des gluon rayonnes, correlations) dans les cascades partoniques car elle ignore la conserva- 
tion de l'energie lors des emissions de gluons mous. Elle surestime, en effet, l'energie des 
partons qui se multiplient le plus facilement, soit les partons dont l'energie est proche du 
maximum de la distribution inclusive (jt max = Y/2) (voir les paragraphes 14.71 et 14.1 II) . Cette 
approximation tient compte des termes oc ^fa s qui interviennent dans la constante anor- 
male 7, mais neglige les contributions A7 ~ a s , done celles d'ordre relatif ^Ja~ s . En raison 
de quoi on introduit dans ce chapitre les corrections simplement logarithmiques (SL) qui 
tiennent compte des termes negliges en DLA, pour ainsi viser a des predictions raisonnables 
qui puissent etre comparees avec les donnees experimentales des grands collisionneurs. 

Lorsque Ton construit ainsi le schema probabiliste en tenant compte des corrections dou- 
blement et simplement logarithmiques, on obtient une meilleure precision qui decoule des 
contributions associees a l'accroissement du nombre d' interferences dont on ne tient pas 
compte en DLA. L'idee fondamentale du schema probabiliste est fondee sur le principe se- 
lon lequel, dans une cascade, on ne tient compte que des plus proches voisins de maniere 
semblable au cas du modele d'Ising en theorie statistique des champs. 
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Pour comprendre et evaluer les corrections en logs simples que Ton doit ajouter aux contribu- 
tions DLA, nous allons faire appel, de nouveau, a la notion de la Fonctionnelle Generatrice. 
Cette technique est raisonnable pour decrire la structure interne des cascades partoniques. Sa 
forme peut s'exprimer symboliquement comme (61 : 



Cette representation tient compte du fait que les emissions successives (par rapport au pa- 
rametre t "temps d'evolution") elementaires independantes s'exponentient. Elle montre la 
propriete de localite intrinseque du schema probabiliste. A savoir, la derivee de (16.1.11) par 
rapport au "temps £" fait appaitre un prefacteur 7(a s (t)) qui montre que le taux de variation 
de Z (et ainsi, du contenu partonique dans la cascade) dans le temps t est determine par la 
quantite 7(t), dont la valeur ne depend que de l'echelle de temps "t" ; par consequent, elle 
ne garde pas la trace du passe du systeme. 

Si Ton compare cette observation avec les notations introduites au premier chapitre de flU, 
ou le schema de resommation LLA ("Leading Logarithmic Approximation") a ete traite, il 
apparait naturel d'attribuer a 7 la definition de constante anormale et a C, celle de fonction 
coefficient. 

D'apres la contrainte angulaire, le "temps d'evolution" t dans (16.1.11 ) doit etre lie a Tangle 
d'ouverture du jet dt = dQ/Q. Ceci signifie que toutes les contributions qui sont singulieres 
par rapport a Tangle entre les emissions partoniques doivent etre incorporees dans Texponen- 
tielle de (16.1.11) . C'est ainsi que T integrate sur la constante anormale 7 contient les chaines 
de Markov des disintegrations successives qui respectent la contrainte angulaire (AO). Par 
ailleurs, le prefacteur C, etant sans divergence de masse ou libre de toute singularity co- 
lineaire, decrit les configurations partoniques a plus grand angle dans T evolution du systeme. 
Les termes successifs de la serie perturbative qui interviennent dans le calcul de 7(a s ) 
peuvent s'ecrire sous la forme symbolique (voir |[6l et references ci-incluses) 



ceci ameliore de la fiabilite dans la description des disintegrations partoniques a petit angle 
<sC 1 et ainsi, dans T evolution du jet. De plus, tenir compte des corrections dans le coeffi- 
cient 

C = 1 + ^/a s + a s H 

permet de considerer Tensemble du nombre croissant des jets dans lesquels Qij ~ 1. 

6.1.1 Estimation de 7(0; s ) 

L'estimation de "f(a s ) decoule des equations d'evolution DLA pour les multiplicites des 
jets dont la dependance s'exprime en fonction de la durete totale, c'est a dire le produit de 
Tenergie et de Tangle d'ouverture total du jet : 



Si Ton compare (16.1.31 ) avec (16.1.11 ), on realise que le terme entre crochets represente la 
dimension anormale. Puisque les deux termes de (|6.1.3I) contiennent des multiplicites, done 
deux fonctions du meme ordre de grandeur, les deux integrations logarithmiques doivent se 
compenser. Ceci revient a effectuer Tanalyse dimensionnelle de (16.1.31) . soit 




(6.1.1) 



7 = y/a s + a s + a 3 / 2 + a 2 s H ; 



(6.1.2) 




(6.1.3) 




(6.1.4) 
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ou nous avons utilise les notations J dt' ~ f ~ log = £. Par definition, 




(6.1.5) 



Lorsqu'on integre sur 7 (0^), (estime a partir de (16.1.11 ) (16.1.51 )). on arrive a l'exponentielle 
characteristique exp (c\f\nE) qui decrit le taux de croissance des multiplicites des jets en 
fonction de l'energie. Le terme sous-dominant, c'est a dire celui en A7 ~ a s , entraine 
egalement une dependance non-negligeable dans l'energie exp (ci mlni^/A) oc a s (E)~ Cl 
qui compense le terme croissant donne par DLA. 

Pour decrire ces effets de maniere consistante on doit etudier les sources physiques de ces 
corrections a partir de 

• la variation de az s (k±) : elle est due a l'eventuelle influence de la dependance de la 
constante de couplage en In z, soit a s (\nz), lors de remission d'un gluon g mou. Pour les 




FIG. 6.1 - Effets de revolution de la constante de couplage sur j(a s ) 



diagrammes de la Fig J6.1l a gauche et adroite, on obtient respectivement les contributions 

dz n 1— DL a a f „ dz d(zr) zr =z' f * B dz' 2 2 



7= / a s — = a s £~A/a s = 7 , A^= a s — a s - — - = / a s £ — = a s £ ~ a s . 
z J z (zr) J z' 



Ainsi, contrairement au cas DLA ou Ton fixe la constante anormale, il faut, dans l'objectif 
d'obtenir une estimation plus realiste des observables, tenir compte de son evolution au cours 
de chaque emission. Ceci se generalise au cas d'un certain nombre d'emissions, pour trois 
vertex on aurait a^£ 3 ~ c^J 2 , pour quatre a^£ 4 ~ a 2 s , on trouve ainsi d'autres corrections 
d'ordre superieur ; 

• la production de partons dits "energetiques" : en DLA on neglige le recul du parton 
emetteur et, par consequent, le principe de conservation de la quadri-impulsion. Nous devons 
aussi considerer les disintegrations en deux partons dont l'energie est du meme ordre de 
grandeur z ~ 1, et resommer leurs contributions 



A7 = J a s dz ~ a s . 

Les diagrammes donnant ce type de corrections sont les suivants (g — > gg,g — > qq, q — > gq) : 
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En particulier, le diagramme du centre g — > qq n'est pas present en DLA. 

• l'integration angulaire exacte : dans la region cinematique ou les angles sont du meme 
ordre de grandeur 6 fj ~ 0^ ~ 0/i lors des emissions doublement molles (g — > ggg et 
q — ► ggg) d'une paire de gluons. Dans ce cas on a deux vertex, done un a 2 s qui intervient 
dans le carre de 1' amplitude 

; = aj ~ a s . 

Lorsqu'on tient compte de ces effets, on obtient symboliquement en MLLA 

.MLLA f— , „ 
7 = V« s + «s- 




6.2 Probability de disintegration partonique dans le cadre 
MLLA 

La section efficace differentielle en MLLA s'ecrit sous la forme : 

da sc = ^Ml^BC (z)dzV(H) ^ (6.2.1) 

ou 

VUn) = ^ + ^ ~ °" (6.2.2) 
m "u'lfi 

et &a C ( z ) sont l es fonctions de disintegration partoniques d'Alterelli-Parisi [10], obtenues 
a 1-boucle en fonction de z, la fraction d'energie emportee par l'un des enfants de A (B ou 

C) : 

n i9] (z) = Cf n [q] (z) = C F 1 + (1 ^ Z)2 , (6.2.3) 

$*®(z) = T R (z 2 + (1 - zf) , ®f\z) = 2C A + _£_+*(!_ z )\ , 

C A = N C , C F = (N 2 -1)/2N C , T R = l/2, (6.2.4) 

N c est le nombre de couleurs. De plus, 

[Pi ■ q){Pk ■ q) 

Ainsi, integrer sur 1' expression exacte des fonctions (16.2.31) revient a inclure les corrections 
en a s qui restaurent la conservation de la quadri-impulsion : A7 = J a s z n dz ~ a s . Les 
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fonctions de disintegration (16.2.31) ont ete en premier obtenues dans le cadre de revolution 
partonique du genre espace (virtualite croissante des enfants) de la diffusion profondement 
inelastique 0, mais elles interviennent, aussi, dans le cas de revolution de genre temps 
(virtualite decroissante des enfants) qui determine revolution des jets jusqu'au stade de 
l'hadronisation [fTTTl . Cette propriete est connue comme "la relation de reciprocite de Gribov- 
Lipatov" et constitue l'une des plus elegantes symetries que les fonctions (16.2.31) satisfont. 
Puisque les gluons (quarks) sont rayonnes (emis) arbitrairement le long du parton j (symetrie 
cylindrique), on integre (16.2.11) en prenant la moyenne azimutale le long du cone d' angle 
d'ouverture 0^ (voir appendice al .21 ) 

ou "d est la fonction de Heaviside. C'est ainsi que (16.2.11 ) se reduit a la section efficace 
differentielle du processus A — > B + C dans un jet : 

da BC = ^Ml^BC {z)dz ^ = ^Ml^BC {z)dzdt dt= d® (6 26) 

A 2tt a w e 2 7T A w ' e 

a l'interieur du cone 6^ > 0/j et s'annule da^ c = a Texterieur Qji < Qfj. Par 
consequent, la contrainte angulaire rigoureuse Qji ^> Qjj en DLA est remplacee par la 
contrainte angulaire stricte Qji > Qfj en MLLA (voirfTTI). 



6.3 Equation Maitresse dans le cadre de 1' approximation 
MLLA 

Lorsque Ton etudie des observables telles que les multiplicites, les fluctuations des multi- 
plicites, le spectre inclusif d'une particule ou les correlations dans les systemes partoniques, 
on peut remplacer le noyau V(n) dans la section efficace (|6.2.1I) par la moyenne azimu- 
tale (|6.2.5I) . Ceci permet de construire des equations d' evolution simples pour les FG's qui 
satisfont la contrainte angulaire stricte decoulant de (16.2.51 ) . 

Le systeme d'equations, inspire de (14.6.101) en DLA, pour les fonctionnelles Zq, Z f =q q 
qui decrit 1' ensemble partonique d'un jet initie par un gluon (G) ou un quark, anti-quark 
(F = QQ) d'impulsion initiale p et qui produit un jet d'angle d'ouverture 6 est donne par 

(A, B,C = F,G) 

Z A (p, 6; u(k)) = e-^ p ^u A (k = p) + - V / — / dz e -^( P e) + . AP e' 

B,C J Qo/P W JO 

x 2fMl &*C( z )z B (zp, &; u)Z c ((l - z)p, Q'; u). (6.3.1) 

Le premier terme dans le membre de droite de (16.3.11) correspond au cas ou le parton A qui 
initie le jet ne rayonne pas. Cette probabilite est, en particulier, supprimee par le facteur de 
forme de Sudakov dans l'exponentielle. Le terme dans l'intgrale decrit le premier branche- 
ment A — * B + C (voir Fig l6.2l) et 6' < (condition cinematique) est Tangle entre B et C. 
La multiplication par l'exponentielle dans l'integrand garantit que cette emission est le pre- 
mier evenement et que nul d' autre n'a lieu entre Tangle d'ouverture du jet et 0' ; autrement 
dit, la probalite pour qu'il y ait une emission a l'interieur du creneau angulaire (0, 0') est 
supprimee par le facteur de Sudakov. Z B et Z c constituent le point de depart dans Tevolution 
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A 



(l-z)k 



Fig. 6.2 - Branchement A -> B + C. 



des sous-jets £> et C ; leur energie est inferieure a celle du parton A. De nouveaux partons 
sont ainsi emis par B et C, tels qu'on associe, a chaque vertex, une nouvelle equation du type 
(16.3.11) . Ceci met notamment en evidence le caractere iteratif des processus de branchement 
qui a inspire ce modele pour ainsi decrire la dynamique partonique des jets ("parton shower 
picture" en anglais). 



6.3.1 Facteurs de forme de Sudakov en MLLA 

Les expressions des facteurs de forme de Sudakov sont les suivantes : 

= r ^ r ^^^W; (F = Q,Q), (6.3.2) 



Qo/p 



e> j ' 2tt 



(6.3.3) 



Les singularites infrarouges et colineaires, presentes dans (|6.3.1H6.33T) doivent etre regularisees 
en imposant les contraintes perturbatives relatives a l'impulsion transverse des partons emis. 
Nous l'ecrivons ici sous la forme 

fc ± « pz(l - z)6' > Q . 

On multiplie (16.3.11) par e^ A ^ pe \ puis on derive les deux membres de l'equation par rapport 
a In 6 et on obtient 

^Z A ( P , 6; «(*)) + Z A (p, 9; u(k))^^- = \ £ f dz 



cilnB 

B,C 

,2 \ 



x ^hl$BC( z )z B {zp, 6; u)Z c {{1 - z)p, 9; u), (6.3.4) 

Z7T 



or, 

du A ( P 0) a s {k\) 



rflnB 

B,C 



2 fW 2tt A 1 ' 



ce qui permet de recrire (16.3.41 ) sous la forme compacte 

B,C JU 
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(z B (zp, 9; {u}) Z c ((l - z)p, 6; {u}) -Z A (p, 6; {«})) .(6.3.5) 

L' equation (16.3.51) contient rinformation des proprietes MLLA du jet moyennee sur Tangle 
azimutal. La n eme derivee variationnelle de Za par rapport aux fonctions de sondage u(ki) au 
voisinage de u = permet d'obtenir la n eme section efficace da n exclusive qui correspond a 
la production de n partons. L' expansion de Za autour de u = 1 permet, a son tour, de generer 
les distributions inclusives et les correlations (voir le chapitreH]). 



6.3.2 Condition initiate et normalisation 

La condition initiale pour resoudre les systeme d'equations (16.3.51) est 

Z A (p, 6; {u})\ p e=Q Q = u A {k = p). (6.3.6) 

Qo est 1' impulsion transverse minimale. Si 1' impulsion de A est celle du cut-off, il ne se 
produit pas de branchement et le jet n'est constitue que du parton qui l'a initie, c'est ce 
que Ton appelle "terme de Born". Ceci se lit directement sur l'equation (16.3.11) . en effet, 
l'integration devient nulle dans cette limite. 

La normalisation des fonctionnelles generatrices, deja rencontree au chapitreH] 

Z A (p,e;{tt})| u(fc) =i = l (6.3.7) 

peut se verifier dans le cadre MLLA sans difficulte. En effet, si on pose Z = 1 et u = 1 dans 
(16.3.11) on obtient 



ceci entraine directement (16.3.21) et (16.3.31) pour les probabilites totales de desintegration 
partoniques. 

Le spectre inclusif d'une particule en MLLA s'obtient a partir de (16.3.51 ) en prenant la derivee 
5/5u(k a ) de la fonctionnelle generatrice Za et en tenant compte de (16.3.61) et (16.3.71 ) 

A xD%(x, Y) = fdzY, *%(z) \-D% ( X - Y + lnz)- \xD A {x, Y) 

dY Joo n z \z J 2 



(6.3.8) 



ou 



EQ 

F = ln— , x = E p /E. 



6.4 Lien entre (16.3.81) et les equations de Dokshitzer-Gribov- 
Lipatov-Alterelli-Parisi (DGLAP) des fonctions de frag- 
mentation partonique 

Les equations d'evolution MLLA (16.3.51) sont identiques aux equations de DGLAP ifTOl a 
un detail pres : la translation par In z de la variable Y qui caracterise revolution du jet de 
durete Q. Etant une consequence directe de la contrainte angulaire (AO), cette modification 
est negligeable dans le cadre de 1' approximation logarithmique dominante (LLA) en (a s Y) 
pour des partons suffisamment energetiques : \lnz\ < \\nx\ = 0(1). C'est le cas des partons 
dans la diffusion profondement inelastique (DIS). 
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6.4.1 Cinematique "DIS", variable de Bjorken 



Dans la diffusion profondement inelastique, on considere le processus dans lequel un lepton 
(electron, positron etc) ultra-relativiste diffuse sur une cible (proton, neutron, noyau etc) 
(voir Fig J6.3l) . L'energie du lepton est suffisamment importante pour qu'il se produise une 
interaction du type electrofaible (echange d'un 7*, Z°, W^) avec l'un des constituants de 
la cible (quarks etc). Dans ce processus, l'impulsion q du boson, du genre espace Q 2 = 
—q 2 ^> M 2 , est transferee du lepton incident vers la cible. Ceci provoque sa brisure en un 
etat multi-partonique— >systeme multi-hadronique. 

Soit M p la masse invariante du proton, P (P 2 = M 2 ) sa quadri-impulsion, k et k! (k 2 ps 
k' 2 ps 0) les quadri-impulsions de 1' electron incident et sortant respectivement, et P + q celle 
du systeme multi-hadronique. On appelle x la fraction de la quadri-impulsion P emportee par 
le constituant frappe ; on peut done l'ecrire comme p = xP. La quadri-impulsion transferee 
estq = k — k' et on s'interesse a 1'evaluation de son carre : 

q 2 = {k- k') 2 = -2k.k' = -2(k k' - k.k') = -4k k' sm 2 k')j < 

est bien du genre espace, done Q 2 = —q 2 > 0. Soit W la quantite (invariant de masse) qui 




Fig. 6.3 - Diffusion profondement inelastique. 

mesure l'inelasticite du processus dans le systeme hadronique produit : 

O 2 

W 2 = (P + q) 2 -M 2 = q 2 + 2P.q = s(l - x) avec x = < 1, (6.4.1) 

ou x est la variable de Bjorken. Si x = 1, le processus est dit elastique. "x" est la variable 
qui intervient dans les equations d' evolution partoniques de DGLAP, alors que dans les cas 
DLA et MLLA, il s'agit du parametre de Feynman, soit de la fraction d'energie totale du jet 
emportee par le parton. 

6.4.2 Equations d' evolution 

L'espace de phase associe au processus du genre espace A — > B+C qui determine revolution 
des fonctions de structure dans la diffusion profondement inelastique ("DIS") a la forme sui- 
vante flU : 

da Bc = o-Ml *EdQQ*>^ (6 4 2) 

2n z k, 
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z est la fraction de l'impulsion longitudinale emportee par le parton B. Les fonctions $ 
definies dans (16.2.31) jouent le role de "Hamiltonien" des observables partoniques dans le 
cadre LLA ("Leading Logarithmic Approximation" ou resommation de logarithmes s co- 
lineaires). Dans l'environnement "DIS", le parton initial A de virtualite negative (genre es- 



FlG. 6.4 - Diffusion profondement inelastique. 

pace) produit B[z] de plus grande impulsion transverse \k B \ ^> \k\\, ainsi que C\\ — z] de 
virtualite negative (genre temps). Le parton C genere un sous-jet de partons (— > hadrons) 
secondaires a la fin du processus. Puisqu'on ne s'interesse pas a la structure des etats finaux 
dans les processus inclusifs, mais aux distribution des etats initiaux, on integre sur la masse 
invariante du sous-jet C. L integration est dominee par la region k 2 c <C \k 2 B \ ou l'etat C est 
pris sur couche de masse si Ton compare avec B (le meme argument a lieu pour A) ; cette 
region donne, en effet, la contribution logarithmique dominante ("LLA") au calcul de la sec- 
tion efficace. Les disintegrations partoniques en "LLA" fournissent un transfert d'impulsion 
important d'un parton cible A ("reel") vers un etat C ("reel") par l'intermediaire d'un etat B 
de plus grande virtualite. A son tour, B = A', "reel" par rapport a B' (\k 2 B , \ \k\\), devient 
la nouvelle cible a atteindre par le lepton et ainsi de suite. La contrainte angulaire stricte sur 
les angles d' emission que Ton a expliquee en MLLA est remplacee par la contrainte sur les 
impulsions des etats partoniques successifs en LLA, c'est a dire 

(|fc | 2 =)|Ai|«|4|«|4,|---«Q 2 , 

ou Q est la durete du processus. Contrairement au cas MLLA, le temps de formations 
des etats, de plus en plus virtuels, est de moins en moins grand. Dans ce cas, un systeme 
d'equations identique a (16.3.81 ) est obtenu : 



9 D B A {x,Q\kl) = ^f±Y. /* \D%(-,Q 2 X)-z*D»(x,Q 2 ,k { 

An ^ Jo z L z 



12 i„2\ 



lorsque Ton itere les cellules de Q 2 a k^ ; inversement, on obtient 

9 t~\B i ^2 ,2n . Oi s (Q 2 ) ^ f 1 dz 



(6.4.3) 



dk 



2 D*(x,Q 2 ,k 2 ) = -^f^Yl S \DB(-,Q 2 ,k 2 )-z 2 D*(x,Q 2 ,k 

47r c JO z - 



12 7 r 2N 



(6.4.4) 

Les fonctions de structure partoniques D^(x, Q 2 ,^) decrivent la probabilite de trouver a 
l'interieur du nuage formepar la particule A un parton du type B de fraction d'impulsion 
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longitudinale x < 1 ; le signe "=" correspond a la valeur de la virtualite maximale Q 2 que 
B peut atteindre. La somme sur les polarisations et les etats de couleur est prise en compte. 
Nous considerons, au meme titre, les distributions de quarks, anti-quarks et gluons "habilles" 
a l'interieur des quarks, anti-quarks et gluons, tels que A, B = q, q, g on A, B = F, G. Ces 
distribution partoniques LLA ne dependent pas de k% et Q 2 mais de la combinaison £ des 
deux quantites definies par 

w, 2 x _ a s (k 2 ) dk 2 2 [ Q2 dk 2 a s {k 2 ) 

on remarque ainsi que les fonctions D A dependent de la difference A£, par consequent 

D B (x,Q 2 ,k 2 ) = D*(x,A0, 



J_ a s (k 2 ) 1 m(Q 2 /A 2 ) 
AN C (3 n a s (Q 2 ) AN C (3 * ln(fc 2 /A 2 ) 



A£ = aQ 2 )-aK) « -— ,ln^-^- = — -In , ' (6.4.6) 



oil Ton a utilise l'expression de la constante de couplage a une boucle pour determiner l'ex- 
pression analytique de A£ O. La variable £ peut etre traitee comme un "temps d'evolution" 
et la matrice $ comme le "Hamiltonien" du systeme. Nous rappelons que, dans le cas MLLA, 
revolution du systeme est du genre temps ; le "temps d'evolution" dans ce cas est donne 
par la variable t = dB/B qui s'impose naturellement comme une consequence inevitable 
de la contrainte angulaire (AO). Le systeme d'equations d'evolution qui s'ecrit sous forme 
integrate, qui satisfait les conditions initiales ecrites ci-dessous et qui unifie (16.4.31) et (|6.4.4I) . 
s'ecrit sous la meme forme que l'equation originale de Bethe-Salpeter J61 

D B A {x,i) = 5*5(1 - x) fd£ f -^)\d B c {-,0 -z 2 D B A {x,i') 

r< JO Jo Z 1 2 



C 

^ Jo Jo z L z 



(6.4.7) 



La nature des processus de branchement partoniques s'avere utile pour exprimer les distri- 
butions en termes de la transformation de Laplace-Mellin ; ceci permet par ailleurs d'ecrire 
leur produit de convolution en un produit simple des distributions partoniques independantes 
qui correspondent a chaque emission dans l'espace conjugue. 

On introduit les distributions partoniques D B (j) dans l'espace de Laplace-Mellin sous la 
forme i 

D B (j,^ = [ dxx^D B (x,0 (6.4.8) 
Jo 

que Ton insere dans ( 16.4.71 ) pour obtenir : 

Jr^UO = E - *20c) Dg(j,t) = E {*%U) - %4>c) D c A (j,0 (6.4.9) 

^ c c 

ou les notations suivantes ont ete introduites : 

= I dzz^^z), (6.4.10a) 



o 



[ dz z[§ F F (z) + <$> G F (z)] = ! dz<$> F F {z), (6.4.10b) 
Jo Jo 

[ dzz[<S>%(z) +2n f $%(z)] = [ dz[*$g(z)+n/$g(z)]. (6.4.10c) 
Jo Jo 
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La solution de cette equation avec la condition initiale 

DaU,( = 0) = 5a (6-4.11) 
donne les distributions en fonction de x lorsqu'on inverse la transformee de Mellin 



(T) 



dj 
2ni 



x 



(6.4.12) 



dont l'integration s'effectue le long de l'axe imaginaire. Le contour d'integration T est choisi 
de sorte qu'il inclut toutes les singularites de D(j) dans le plan complexe 0Rj > 1). II est 
commode de representer les distributions partoniques D\ sous une forme matricielle comme, 

D%(j,t)=(e?*) B , (6.4.13) 



que Ton ecrit en fonction du "Hamiltonien" du systeme : 

H%U) = *aU)-8a<Pa. (6-4.14) 

Dans cette representation l'etat d'evolution partonique forme un vecteur qui s'ecrit sous la 
forme 

(F NS ,F S ,G). (6.4.15) 

La premiere composante decrit le quark de valence (distribution non-singlet par rapport a la 
saveur du groupe), le deuxieme decrit la combinaison singlet des saveurs (quarks de la "mer" 
et anti-quarks), et la troisieme correspond a la propagation des gluons. Dans cette base, le 
"Hamiltonien" prend la forme ifTOll 

(Mj) o o \ 



H 



M3) 2rif*%ti) 



(6.4.16) 



V v G (j) J 

ou les trajectoires regularisees des quarks et des gluons ont ete introduites 



dz(z- 



u G (j) = f dz[{z^-z)^%{z)-n^ F G {z 
Jo 



(6.4.17) 



(6.4.18) 



Les expression analytiques de (16.4.171 ), (16.4.181 ) peuvent etre ecrites en fonction de la fonc- 
tion standard ip : 

tfj(j) = jAnT(j); ^ + 1)=<0O') + 1> ^(l) = -7s (6-4.19) 
ou 'Je ~ 0.5772 est la constante d'Euler. Finalement, (16.4.171) . (16.4.181) et les transformees 



de Mellin des fonctions satisfont 



4tfj(j + 1) + 4 7E - 3 

11 N r 



---C F 

AN c [^{j + 1) + lE ] + 



2n f 



+ 



8iV c (j 2 +j + l) 
j(f-l)(j + 2) 



2C, 



J 2 +J + 2 

.i(.r 1! ' 
f+J+2 
j(j + l)(j + 2) 



(6.4.20a) 
, (6.4.20b) 
(6.4.20c) 
(6.4.20d) 
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D'apres (16.4.161) . les quarks de valence se propagent librement le long de la trajectoire vf{j), 
tandis que les quarks de la mer se melangent avec les etats gluoniques. La diagonalisation de 
(16.4.161) donne les "frequences propres" : 

y± = \ \vf{5) + vgU) ± \/[Mj) ~ Mi)] 2 + 8n f ^(j)^(j)^ . (6.4.21) 
On donne sans demonstration les solutions de (16.4.91) dans l'espace de Mellin I6l f24l : 

1. Distribution des quarks de valence (non-singlet) 

D val (j,i) = e UF ^. (6.4.22a) 

2. Quark de la mer + anti-quarks dans le quark : 

DrU, = + V+{ j\- VF{ j\ e^ - <?* (6.4.22b) 

3. Distribution d'un gluon dans un quark : 

Dp(j, = r / U) (e u+ t - e"-«) . (6.4.22c) 

4. Distribution des quarks+anti-quark dans un gluon : 

D F aU, = 2 "(* g0 ] , (e^ - e»-*) . (6.4.22d) 

5. Distribution d'un gluon dans un gluon : 

m o = "f^'V * + " F HI~iV e - < 6 - 4 - 22e > 
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Chapitre 7 

Complements des articles 



Des details techniques seront donnes dans ce chapitre afin de faciliter la comprehension de 
certains aspects techniques des articles ITOl ITTI et [T2l 



7.1 Inclusive hadronique distributions inside one j et at high 
energy colliders at "Modified Leading Approximation" 



of Quantum Chromodynamics [10 



7.1.1 Correlation entres deux particules produites dans Y annihilation 

e+e- ii 

On considere la section efficace semi-inclusive de 1' annihilation e + e~ en deux particules hi 
et h 2 (e + e~ — > qqh 1 h 2 ) de fractions d'energie X\ et x 2 et d'angle relatif de separation 6 
dans un jet (1' angle dans le referentiel du laboratoire coincide avec celui de la paire qq 
dans le centre de masse). Dans la jauge planaire, le processus ressemble a une cascade de 
branchements de disintegrations partoniques independantes. Considerons la disintegration 
du parton A en B et C, soit A — ► B + C, qu'a leur tour s'hadronisent pour produire les 
particules hi et h 2 , voir la Fig.l defTOl 

La cinematique est la suivante. Soit u la fraction de l'energie du quark (ou de l'anti-quark) 
emportee par le parton A et uz, u(l— z) celles des partons B et C respectivement ; nous allons 
integrer sur les variables u et z. Avoir detecte les particules hi et h 2 d'angle de separation 
relatif 6 permet de determiner, en particulier, le point de branchement ou remission du 
parton A a eu lieu dans la cascade partonique. Or, la contrainte angulaire (AO), permet de 
justifier 1' approximation d'apres laquelle Tangle entre les partons B et C est tres proche de 
celui entre les hadrons hi et h 2 . De plus, les masses invariantes des jets hadroniques issus de 
B et C sont tres inferieures a leur impulsion transverse relative, de sorte que la virtualite du 
parton C peut s'exprimer simplement en fonction de Tangle d'ouverture entre les hadrons 
detectes comme 

k\ = (k B + k c f w 2k B k c = 2 (|^) - z)) (1 - cos 6). 

Les premiers stades du processus, illustres dans la Fig.l de [10] et la Fig J7.1[ a savoir la 
production du parton virtuel A, ainsi que les produits de sa disintegration, sont decrits par 
les fonctions de structure d' annihilation dont la dependance est douce en k\. Par consequent, 
le prefacteur d'ordre 1 qui est lie a la redistribution de Tenergie dans le processus A — > B+C 
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peut (dans le cadre DLA) etre considere a part : 

; 2 2 • 2n/n 0< ^ 1 2^2 

k A ~ g sm 6/2 ~ g B . 

Ainsi, fixer Tangle entre les deux hadrons determine le temps de production ("date de 
naissance") du parton pere A, £ = £(g 2 2 ) (voir 16 .4 .61) . 

Dans le but d'obtenir l'equation differentielle qui nous interesse, on doit multiplier l'ampli- 
tude de la Fig.l par sa complexe conjuguee et integrer sur l'impulsion des particules non 
detectees dans le processus (voir Fig l7.ll) ; nous devons exprimer l'amplitude en echelle en 
termes des fonctions de structure correspondantes. Nous donnons la definition des fonctions 




FIG. 7.1 - Carre de l'amplitude de la Fig.l de 1' article 



de structure d' annihilation. Si a l'etat final, A (hadron ou parton avec des degres de cou- 
leur) est 1' unique particule de fraction d'energie za qui a ete detectee, la section efficace 
differentielle est donnee par 1' expression 



da f da 



dz A dVt jet 



ou (da / dVLj et )o est la section efficace de Born correspondante a 1' annihilation e + e en une 
paire de quarks qq : 

da \ 3^1 + cos 2 ^ ; 



d£l jet J 2q 2 2tt 
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\l/ est Tangle entre l'axe de la collision et celui de production de la paire. k 2 represente la 
virtualite de la particule detectee. La fonction de structure D est liee a 1' amplitude invariante 



F 




moyennee sur les etats de polarisation et de couleur de la particule C(F) et integree sur 
la vitualite du parton sortant F jusqu'a la limite superieure q 2 du "partonometre", par la 
formule 

z A Dj(z A ^(q 2 ) ~ Z(k 2 A )) =M$. (7.1.3) 

Le parton A de virtualite k\ ~ q 2 sin 2 6/2 joue, au stade final du processus, le meme role 
que le photon virtuel q 2 a son stade initial. Par consequent, la production inclusive des ha- 
drons h\ et h 2 dans les sous-jets B et C est respectivement decrite par les fonctions de 
structure : 

m (-, c(k A ) - ^ 2 )) , m a{k 2 A ) - . 

\Z B J \Zc / 

La section efficace differentielle s'ecrit enfin sous la forme : 

da _ ( da \ 2 t du f dz - A 

dSl jet dx 1 dx 2 d In (sin 2 f ) g = \dn~J F fe* F J u 2 J 4^7) 

;BC f ^ a s(k A ) m (X X c \ h h 2 f ^2 



qui devient 2.1 (on utilise la definition ^(/i 2 ) = 0, £(k A ) = £ A ). 



7.1.2 Espace de phase dans (I7.1.4D 



A l'origine, l'integration dans (17.1.41) (voir Fig |7.1|) doit avoir lieu sur les quatre compo- 
santes de la quadri-impulsion k, tandis que le resultat ne presente que les integrations sur 
les fractions d'energie de hi et h 2 . Comment se fait-il que les autres composantes, disons 
celles de k\ soient fixees ? Nous avons deja mentionne l'analogie entre la disintegration 
A — > h\ + h 2 + X et 1' annihilation. Si Ton se placait dans le referentiel de la particule A, les 
partons B et C se deplaceraient dans le sens oppose. Par analogie avec 1' annihilation semi- 
inclusive e + e _ en une paire de deux particules, on peut ecrire la probability du processus 
A — > hi + h 2 sous la forme : 

j fT A-*h l +h 2 +X i a 

dk 2 K FMrTF {D^^l)D^x 2 ,kl)} , (7.1.5) 



ou 



2pik __ 2p 2 k 

Xl = "P"' X<2 = ~k 2 ~'' 
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et k± est la composante du quadri-moment k A du "photon" virtuel A projete sur l'hyperplan 
forme par (pi, p 2 ), tel que Ton effectue la decomposition de Sudakov suivante : 

k A = —Pi + — P2 + k±. 

Xi x 2 

Avec la representation (17.1.51) pour la probability de disintegration, on peut integrer sur le 
quadri-moment k A que Ton ecrit en termes des variables de Sudakov : 



Puisqu'en LLA, la contribution essentielle est uniquement dominee par la region k\ <C k\ 
nous prenons l'integrale de (|7.1.5I) sur la derivee totale de la composante perpendiculaire 

k ± : 

Gffcj_ X\ X 2 

Par consequent, pour compenser la dependance douce de (17.1.51) en fonction de In k\ en 
LLA, la quadri-impulsion du parton pere A doit, en moyenne, se trouver sur le plan des 
quadri-impulsions des hadron h\ et h 2 : 

1 1 ,2 2-2© 

k A ~ —p\ H P2, k A ?z q sm — . 

X \ x 2 2 

Pour obtenir la section efficace du processus (17.1.41) . on integre sur l'energie de la particule 
A et le transfert d'energie relatif z dans A — > B + C : 

dx\ dx 2 dz du 
X\ x 2 z(l — z) u 

et on insere les facteurs de normalisation qui lient 1' amplitude invariante aux fonctions de 
structure. 



7.1.3 Calcul des termes intervenant dans 1' expression du courant de 
couleur 



Nous avons, en particulier, utilise les solutions des equations d'evolution de DGLAP (16.4.71) 

A et5<«>! 



dans le calcul de < u >4 et 5 < u >4 qui sont definis en termes des fonctions de fragmen 



tation partoniques D^ dans les formules (4.7) et (4.8) respectivement : 

/ duuDj o (u,EQ ,EQ), <u>X~ I du(u\nu)Dj o (u, EQ , EQ). 
'o Jo 



(7.1.6) 

On utilise (I6.4.22al) - (l6.4.22el) pour calculer (17.1.61) dansUHl soit 



< u >i=vi o (2,aEe ) -ami s <u> a a = ^vi (2,aEe )-am) 

dont les solutions ont ete explicitement donnees dans l'appendice C du meme article. 



i=2 
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Fig. 7.2 - Comparaison des predictions MLLA avec les donnees de CDF pour Q = 55 GeV 
(Y = 5.2, gauche) et Q = 155 GeV (Y = 6.4, droite). 



7.1.4 Comparaison des predictions avec les resultats preliminaires de 
CDF 

Nous comparons nos predictions pour les distributions inclusives en fonction de 1' impul- 
sion transverse k± avec les resultats preliminaires de CDF dans le cas du melange des jets de 
quarks et de gluons que nous avons evoque au paragraphe 5 .4. 1 . Le nombre total de particules 
chargees represente 60% du nombre total de particules produites. Puisque N ch « ]\r MiI,j4 
(resultat experimetal) ou N MLLA est la prediction MLLA des multiplicites dans les jets ha- 
droniques [|28l , IC ch w 0.56 ± 0.10. Ainsi, la distribution des particules chargees en fonction 
de k± est donnee par la combinaison lineaire au facteur KL ch pres, c'est a dire 



dN 
din k i 



ch 



K 



ch 



CO 



dN 
d In k 



+ (1 



uo) 



dN 
dlnki 



ou to = 0.44 est le parametre de melange. La Fig l7.2l confirme. en particulier, l'accord re- 
marquable entre nos predictions et les donnees a petit k± = xEQ (car petit "x" et "6") 
dans l'intervalle de validite MLLA. Pour Y = 5.2 (Q = 55 GeV) nous avons predit 
1 < \n(k ± /Q ) < 2.7 < \n(kjl GeV) < 1.5 et pour Y = 6.4 (Q = 155 GeV), 
1 < \n(k±/Q Q ) < 3.9 =4> < \n(k ± /l GeV) < 2.6. A savoir, l'intervalle de confiance est 
d'autant plus grand que l'echelle d'energie est importante. Voir les explications detaillees 
dans [TOl 

Cette accord remarquable constitue egalement une nouvelle confirmation de l'hypothese de 
dualite locale parton hadron (LPHD). 



'le nombre de particules chargees est approximativement egal au nombre de particules tel qu'il est predit 
par le schema MLLA 
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7.2 Two-particle correlations inside one jet at "Modified 
Leading Logarithmic Approximation" of Quantum Chro- 
modynamics I : Exact solution of the evolution equa- 



tions at "small cc",H 



L' unique calcul des correlations qui avait ete effectue jusqu'alors dans le cadre MLLA est 
celui par Fong et Webber [fT2l en 1991. lis ont ecrit les equations d'evolution MLLA sous 
forme differentielle et les ont resolues dans 1' approximation ou les energies des deux partons 
sont quasiment identiques, en plus de les situer au voisinage du maximum de leur distribution 
inclusive |[6l : 

Y 

£\ ~ h ~ — + ci7o- 

Nous avons effectue un calcul de cette observable, en CDQ perturbative, qui nous a permis 
d'etendre le resultat a toutes les valeurs possibles de x. Nous avons trouve, pour l'intervalle 
de validite de 1' approximation des petits "x", la limite inferieure x m i n ~ 0.08 (£ ma x ~ 2.5) 
au seuil d'energie des presents accelerateurs, celle-ci est en accord avec celle que Ton trouve 
dans 1' article [lO]pour le cas des distributions inclusives en fonction de kj_. 



7.2.1 Comparaison entre les correlations en DLA et MLLA, appendice 
F 

Nous avons compare la formule DLA des correlations (15.1.41) avec la (5.2) deQT] Ceci permet 
d'observer le role de la variation de la constante de couplage ainsi que l'importance de la 
conservation de l'energie dans l'etude de cette observable. 



7.3 Two-particle correlations inside one jet at "Modified 
Leading Lo- garithmic Approximation" of Quantum 
Chromodynamics ; II : Steepest descent evaluation of 



the single inclusive distribution at small x, [12 



7.3.1 Spectre inclusif d'une particule en MLLA ; methode du col 

Les equations d'evolution qui decoulent de (|6.3.5I) . ont ete obtenues dans la partie I de[T2l 
dans 1' approximation des petits x : 



G(£,y) = 6{£) + 



^ ^ dy'-fHe ' + y')(l- a6(£' - £)^G{£ ',y% (7.3.1) 



Q(£,y) = 5(£) + ^ I d£' j" d V ' 1 l{£' + y')[G{£\y')--8{£'-£))G{£\y'). (7.3.2) 

c J J 

Si on fait l'analyse dimensionnelle de (17.3.11) et (17.3.21) en utilisant £ ~ aj 1 ^ 2 (voir 16.1 .41 ), 
on constate que le terme oc 1 est bien 0(1) et que ceux qui sont proportionnels a a et | in- 
cluent les corrections simplement logarithmiques 0(^/aT s ). Elles decoulent de 1' integration 
exacte sur les fonctions de disintegrations partoniques (16.2.31) . La dependance de la dimen- 
sion anormale en (£ + y), ainsi que l'integration exacte sur y(Q) donnent des corrections du 
meme ordre de grandeur. 
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L' expression de G, solution exacte de (17.3.11) dans l'espace de Mellin, qui generalise (14.10.51) 
au cadre MLLA est demontree dans l'appendice D defTTl 



G(£,y) = (£+y+X) 



duj dv 
{2mf 



ds ( UJ (v + s) 



V + S 



UJ 



S V 



V 



V + s 



a/13 



-As 



(7.3.3) 

Le terme en puissance de a/ (3 fait la difference par rapport a (14.10.51) et peut etre considere 
comme une faible perturbation du terme dominant en DLA. L'objectif est d'estimer (17.3.31) 
par la methode du col ; il est ainsi suffisant de remplacer le point de col (ujq, ^o) obtenu en 
DLA (14.11.91) dans cette correction (voir l'appendice 19.2.21 ) ; le resultat s'ecrit alors sous la 
forme 



VP 



VyTx-Vx 



pour Y + A > 1 et A > 1, ou 



jV = jV 



X 



Y + X 
A 



u — v a . 

-t-t r-7— + v - -(// - v) 

sinn fi — sinn v p 



1 a 
"2~P 



La fonction A/"(/i, v) est donnee dans (14.1 1.131) . Nous pouvons de meme normaliser (17.3.41) 
par l'expression en MLLA de la multiplicite d'un jet, c'est a dire 



n(Y) 



Y + X 
X 



la 1 

TP + ^ 



exp 



2 

7^ 



(VYTx-Vx 



pour recrire (17.3.41 ) sous la forme qui generalise (14.1 1.151 ) au cadre MLLA 

G(£,Y) 



fi(Y) 



(3^{Y + Xf 2 
7T cosh vDetA(fi, v 



-exp 



2 

7^ 



li — v 



sinh jj, — sinh v 



lj+v 
(7.3.4) 



Le maximum de la distribution peut etre determine a partir de (17.3.41) en utilisant (14.1 1.181) . 
Ceci entraine 



l + l-JVYTx-Vx)> L . 



2(3 



Y 



— v — 

Ml. I. A 



2 

DLA 



(7.3.5) 



(17.3.41 ) reproduit la forme gaussienne de la distribution au voisinage de (17.3.51 ) 



G(£,Y) 
fi(Y) 



tt-s/P [(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 ] 



1/2 



exp 



(£max £■) 



VJ3 {Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



La position du maximum du spectre inclusif d'une particule est done decalee vers les plus 
grandes valeurs de £, soit vers les plus petits x ; ce decalage est une consequence de la conser- 
vation de l'energie dans les processus de branchements partoniques. Dans la Fig J7.3l nous 
comparons le spectre normalise en DLA ( 14.1 1.151) et celui en MLLA (17.3.41) . Bien que 
(17.3.41 ) n'est pas stable dans la limite infrarouge A — ► 0, car il faut que A 3> 1 pour garantir 



Ici on change de notation, en effet, il s'agit de la meme fonction, soit G = D 
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0.2 



0.15 - 



MLLA, Y=10, X=2.5 
DLA, Y=10, 1=2.5 




0.05 



Fig. 7.3 - Spectre inclusif en DLA (I4.ll.15l bleu), en MLLA (17331 vert) pour Y = 10.0, 
A = 2.5;*^ = 5.0,4^ « 6.3. 




I=ln(1/x) 

Fig. 7.4 - Forme du spectre inclusive donnee par la methode du col et la methode exacte : 
formule 7.55 de HI. 



la convergence des methodes perturbatives, on s'interesse a cette limite. Cela nous a permis 
de comparer, dans la Fig J7.4[ la forme du spectre obtenue par la methode du col et celle qui a 
ete obtenue a partir de (I7.3.3I ) pour A = flUQT] ("limiting spectrum" en anglais). En effet, 
on obtient une bonne allure pour la distribution car celle-ci ne depend pas du parametre A, 
seulement sa normalisation en depend. 

La methode du col permet par consequent de donner la vraie forme du spectre, la position du 
pic et reproduit de meme son allure a A ^ (Q ^ Aq C d)- Cette derniere a ete donnee en 
effectuant une integration numerique de la formule (7.12) de O dans le plan complexe [fTTTl . 



7.3.2 Derivees logarithmiques obtenues par la methode du col (utile 
pour la paragraphe 2.4 de H2l) 

Certains details des calculs effectues dans [12] sont donnes ici afin de mieux comprendre 
l'origine des corrections MLLA ; apres avoir exponentie la dependance en (£, y) du terme J\f 
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et avoir obtenu la fonction dans l'exponentielle de (17.3.41) que Ton a ecrite sous la forme : 

tP = ^ + 5ip, (7.3.6) 

ou 

<l>=*(y/e + y + \-V\) . - (7.3.7) 

Vp \ / sinh /x — sinn v 

est le terme dominant qui a ete trouve en DLA et 

<ty = ~\ (l + ^ + y + A) - + (l + fj v + \ ln[Q(/x, «)], (7.3.8) 

est le terme sous-dominant au sens ou ses derivees donnent les corrections MLLA. On definit 

sinh 3 /x 



Q(ji,v) 



(fi—v) cosh /x cosh v + cosh /x sinh v — sinh /x cosh v 



Maintenant on s'interesse aux derivees de (17.3.71) et (17.3.81 ) dont le resultat a ete donne sans 
demonstration dans 1' article. Par definition du point de col : 



^ = uj = 'j e fl , (f) y = vo = 7oe fl , 



ceci peut etre de meme verifie si Ton prend explicitement la derivee de (17.3.71 ). Les expres- 
sion pour les derivees sont en effet ecrites en fonction de ||, |^ et || comme 



et 



ou on a defini : 

(2 1 d 

£0> ^) = + v) = -— ln[Q(/i, t>)], 

K(ji, v) = 1 + - + K(p, v), K(p, v) = - — \n[Q(fi, v)}. 
Un calcul explicite permet de determiner 

. . 3 cosh /x 1 (fi — v) cosh v sinh /x + sinh v sinh /x 

M^7 v ) = o~ 



2 sinh /i 2 (/x — v) cosh /x cosh v + cosh /x sinh u — sinh /x cosh v ' 

et 

, . 1 . . (zx — i?) cosh a — sinh u 

K(ll,v) = — smhxj- — . 

2 (/x — v) cosh /x cosh v + cosh /x smh v — smh /x cosh t; 

A partir de (|4.11.10bl) on en deduit : 

dv smhv /cosh fid /x 1 2 N 
coshu \sinh/i<9£ 2 ° / 

qui permet de recrire (17.3.91) (17.3. 101) sous la forme 

Sipe = — - ^1 + ^4- tanh v /C(/x, t>)J /?7q + yC(fi, v) + tanh-u coth /x /C(/x, v)J 
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-I 1 + — + tanhv /C(/x, v) ) (3^ + I £(/x, u) + tanh t> coth /x /C(/x, u) ) 



/3 



Un calcul explicite ou on utilise (14.1 1.10a!) donne 



1 a 2 / 2 ?/ + A 



+ 



sinh v 



+ y + X sinh /x cosh v 



du l n 2 f 2£ + X 



sinh f 



Q(/x, v) cosh-u, 



Q(fi, v) cosh v. 



+ y + X sinh 2 /x cosh v 
On peut maintenant reexprimer (|7.3.1 II) et (17.3.121) sous la forme 

2y + X _ (sinh 2/x - 2/x) - (sinh 2t;-2w) 



dy 

(7.3.11) 
(7.3.12) 



+ 2/ + A 
2£ + A 



£ + y + A 



2 sinh /x 
(sinh 2/i — 2/i) — (sinh 2v — 2v) 



l+y+X i+y+X 
ou on a utilise (14.1 1.10a! ) ; on obtient ainsi 



<9/x 



;Plo g+(l*, v)Q(fji, v) cosht;, 



dfi 1 
dy~ = 2 



2 sinh /x 



/37q <7-(/i, v)Q(fx, v) coshv, (7.3.13) 



avec 



et 



(sinh2/x — 2zx) — (sinh2t; — 2i>) sinh 3 t; 
g+(ji,v) = 1 + ^ ^-^r^ M 



2 sinh^ /x sinh 2 /i cosh t; 

(sinh2/i — 2/i) — (sinh2t; — 2i>) sinh 3 v 



2 sinh /i 



sinh /x cosh v 



On developpe les deux dernieres expressions et on a respectivement 

sinh /x cosh v (sinh /x + cosh /x) — (/i — u) cosh u — sinh v 



sinh /i cosh v 

sinh /x cosh v (sinh /x — cosh /i) + (/i — t>) cosh t; + sinh v 
sinh 2 /x cosh v 



puis, un peu d'algebre permet de les mettre sous la forme commode 

<7+(/x, v)Q(fi, v) cosh-u = 1 + e^Q(fi, v), g_(/x, v)Q((jl, v) cosh-u = 1 + e~^Q(^j,, v) 
avec 

Q(ji,v) 



cosh /i sinh /x cosh u — (/x — u) cosh u — sinh v 



(/x — u) cosh /x cosh u + cosh /x sinh u — sinh /x cosh u 
. On peut done reexprimer (17.3.1 II) et (17.3.121) sous la forme simple 



^ - Wo 



(7.3.14) 



dy 2' 

dont on donne Failure des derivees dans la Fig l7.5l Les expression MLLA pour les derivees 
se simplifient aux expressions 

1 



(7.3.15) 



ipe(fi, v) = 7oe /i + -ct7o e M Q(/i, v) — tanh u — tanh u coth /x( l+e /i Q(/x, u^ 



--/?7 2 ^1+tanhu ( l+iT(/x, u) ) + C(ji, u) ( l + e M Q(/x, v] 
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ip y (n, v) = 7 e M — -a7o 2 + e i^+tanhi; — tanh -u coth /i ( 1+e M Q(/i,-u) 



•-/?7 2 [l+tanhv ( !+#(//, u) ) - C(/i, u) ( l+e^Q^, u) 



(7.3.16) 



ou nous avons defini 



C(/i, t>) = t>) + tanh i> coth /x ^1 + t>)J . 

En effect, bien que diverge lorsque fx, v — > 0, nous trouvons une complicity au sein 

de cette expression. C'est pour cette raison que nous l'avons ainsi definie. On a en effet 



lim [L(/i, v) + tanh v coth nK(p,v)\ — lim 



Q V 2 



— >0 



4(l-g 



fJL = 0) 



de meme 



3— 

lim tanhi; coth u f 1 + e ±M Q(u, u) ) = lim = ^-s- = — 



/ A \3/2- 
\Y+\) 

Nous avons alors demontre que (17.3.151) et (|7.3.16l) . en plus d'etre stables dans la limite 
A — > 0, sont parfaitement regulieres et peuvent etre utilisees, par exemple, dans l'estimation 
des correlations entre deux particules dans un jet. 



7.4 Verification des equations (14.7.51) et (I7.3.1D par la solu- 
tion du col 

Nous allons simultanement verifier que les equations d'evolution DLA (14.7.51) et MLLA 
(17.3.11) sont satisfaites par (14.1 1.141) et (17.3.41) respectivement. Nous mettons 1' equation (17.3.11) 
sous la forme differentielle 

G ey = 1 2 Q (G-aG e ) + O( 1 4 G) 
que Ton peut recrire en fonction des derivees logarithmiques 

My + iPty = 7o (1 - o.ip t ) + 0( 7 o), (7-4.1) 
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nous avons neglige les corrections next-to-MLLA (NMLLA) Oyy^) (d'ordre relatif 7q) qui 
decoulent de la differentiation de la constante anormale 7q dans le terme sous-dominant oc a. 
Nous devons par contre nous assurer que (17.4.11) est bien verifiee en incluant les termes 

Dans les termes sous-dominants nous pouvons poser ip — > (f> (voir eqs J7.3.6l et 17.3.71) : 

((f>t + 5lPt)((f)y + 5lPy) + (fr iy = ^ ( 1 - 0^1 ) ■ 

On selectionne les termes correctifs et on les met a droite de 1' equation 



°7o^ + [<t>ltyv + 4>y^i] + <t>ly = 1o ~ fa^y 
Puis, par definition du point de col 

4>i = u = 70^, (j) y = v Q = 7 e" M , 

on en deduit que le membre droit de l'equation est nul et que Ton doit avoir 

dug 



(7.4.2) 
(7.4.3) 



dy 



ou de facon equivalente, 



(«7o + tyy) + v Q 8il)(, + 



du>o 
dy 



0. 



0. 



(7.4.4) 



(7.4.5) 



On collecte d'abord les termes oc a : 



«7o 



1-1 1 1 

— e M — —Q — — tanh v e M + — tanh v coth \i e M + — tanh v coth \i Q 



1-1 1 1 

+—Q t&nhve M tanh v coth /i e M tanh f coth uQ 

2 2 2 r 2 ^ 

= 07q [— tanh v cosh /i + tanh v coth /i sinh /i] = 
il reste alors de faire la meme chose pour les termes oc (3 



dujQ 
dy 



~e" + - tanh v ( 1 +K ) - -C e» - -CQ 



1 

-e 
2 



2 



•^ + -tanhu( 1+K)e~ ft 



cosh /i + tanh v cosh /i ( 1+K ) — C sinh // — -Q 



et on obtient 



"/37o 3 



cosh /i — sinh \i L — — Q + tanh v cosh fx[l+K ) — tanh v cosh fx[l+K 



les deux derniers termes se simplifient. On construit maintenant 

~. , (u — cosh v sinh u + sinh v sinh u 

Q (/i, v) — 2 cosh \x = — 3 cosh fi + smh /i 



(/i — d) cosh /i cosh v + cosh /x sinh v — sinh /i cosh v 



—2 sinh fiL(fj,, v) 



et finalement 



-/57o 3 



cosh /i — sinh fiL — —Q 



= 0. 



On a ainsi simultanement verifie que nos solutions DLA (14.1 1.151) (a = 0, /3) et MLLA 
(17.3.41) (a 7^ 0, /3) trouvees a partir de la methode du col satisfont l'equation d'evolution 
dans 1' approximation ou on neglige les puissance de 70 superieure a 3, C(7o)- 
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7.4.1 Application au cas des correlations entre deux particules 

Nous donnons le calcul detaille de la fonction A' (voir eq.(37) de[T2l) pres du maximum de 
la distribution inclusive. Nous avons 



lim C(n,v) 



X 



Y + X 

on ne garde que les termes lineaires en ji 



1/2 



3 v 



lim K, L = - 

a*,«->o 2 n'l - vf 



A ~ — CL'-fQ 



2 + /i x + /i 2 + 



Y + X 



1/2 



(Ml + to) 



Y + X 



1/2 



(to + to) 



Nous obtenons finalement 

A ~ 



A 



Y + X 



1/2 



(to + to) 



X 



Y + X 



A \3/2 



1/2 /_X_\ 
(/il+/i 2 )+3 _A 



A \3/2 



A \3/2 



(^a) 



l-f^) 3/2 

1 ^y+A^ 

A 3/2 



(y + A)3/2_A3/2_ • 



(7.4.6) 



-cr/o [2 + /ii + yu 2 ] - Plo 2 + 3- 

= -070 [2 + /JI + to] ~ Plo 2 + 3 
Nous avons en effet neglige les termes quadratiques. 

7.4.2 Resultats de la methode du col 

Cette methode nous a done permis de donner l'expression analytique du spectre et ainsi, 
celles des correlations, etendues au cas Q ^ ^qcd- Nous avons de meme generalise l'ap- 
proche des correlations proposee par Fong et Webber au cas general A ^ 0. La limite A = 
nous a permis de verifier la compatibilite de nos calculs avec ceux qui les ont precedes 

mini. 

7.4.3 Resultats de dU pour les correlations, 

A = 

Dans la Fig J7.6[ nous donnons nos predictions pour les correlations R (17.4.71 ) a partir de 
la methode du col (pour A = 0) ; on les compare avec les resultats de Fong-Webber et les 
donnees experimentales du LEP-I au pic du Z°, Y = 5.2 (EO = 91.2 GeV). Pour deux jets 
de quark, nous donnons l'expression des correlations 



R 



1 1„ 

2 2 q 



(7.4.7) 



ou C q est la fonction de correlation entre deux particules dans un jet de quark ; elle a ete 
calculee dans [121 Le resultat de la comparaison donnee par cette figure est tres similaire 
a celui de 1' article QT] Done, si les resultats numeriques sont tres similaires, cette fa§on 
d'estimer les correlations s'avere beaucoup plus economique et rapide que celle de l'article 
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0<l 1 -l 2 <0.1 



5.9 < I, +l 2 <6.1 




0.95 !— ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 



Fig. 7.6 - Correlation R entre 2 particules produites dans e + e — > gg, comparee avec les 
donnees de OPAL et avec 1' approximation de Fong & Webber (A = 0) 
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Chapitre 8 
Conclusions 



Apres avoir donne les explications de base qui facilitent la comprehension des trois articles 
[10l[TT|et[T2l nous concluons l'ensemble de ce travail. 

Dans 1'articleCKjl j'ai obtenu l'expression de la section efficace inclusive doublement differentielle 
valable pour toute valeur de la fraction d'energie x de la particule observee. La solution 
exacte (pour Q = Aqcd) des equations d' evolution MLLA a ete utilisee pour calculer 
analytiquement cette observable ainsi que la section efficace inclusive differentielle dans la 
limite des petits x. Les resultats obtenus montrent de grandes differences avec ceux obtenus 
dans la cas ("nai'f") ou Ton ne considere pas revolution du jet entre son angle d'ouver- 
ture initiale ©o et Tangle d'emission de la particule detectee. En particulier, la positivite de 
la distribution est restauree dans l'intervalle de validite de 1' approximation utilisee. Cette 
evolution est l'origine physique des corrections MLLA, que Ton ne rencontre pas dans le 
cas DLA, elles croissent en fonction de x et decroissent lorsque l'impulsion transverse du 
hadron sortant croit. 

Pour que 1' approximation des petits x reste valable, sa valeur minimale a ete obtenue a partir 
de l'analyse des corrections, au seuil d'energie des presents accelerateurs : x < x max ~ 
0.08 (£ > £ min ~ 2.5) qui est en remarquable accord avec celle obtenue dans le cas des 
correlations (voirfTTI). A Y eo = ln(Q/Q ) fixe, la borne inferieure sur £ est remplacee par 
une borne superieure sur y ou k±, soit y < y max Y@ — i m in- Ainsi, 1' approximation sera 
valable dans le domaine des petits k±. 

D'un autre cote, pour garantir la convergence de la serie perturbative, la constante de cou- 
plage ne doit pas devenir superieure a 1. La valeur minimale de y a ainsi ete fixee a 1, ce qui 
correspond a y > y min « 1, soit k ±min > 0.8 GeV. 

Ceci a ete ainsi confirme par l'analyse (voir Fig J7.2l) de CDF. L' accord est excellent avec 
nos predictions dans l'intervalle de validite mentionne, tandis que plus de particules que la 
nature en produit sont predites a grand k±. La distribution de gluons mous obtenue a ete 
multipliee par K ch w 0.56, ce qui l'a ainsi adaptee a la distribution observee des particules 
chargees, qui ne representent que 60% du nombre total des particules produites. Une fois de 
plus, l'hypothese "LPHD" n'est pas remise en question dans ce cas d'une variable inclusive. 
La coherence des gluons mous se trouve parmi les phenomenes les plus regulierement men- 
tionnes a propos des observables inclusives des jets. Dans le cas des distributions inclusives 
qui ont ete calculees en fonction de l'impulsion transverse (k±) (article [T0l). elle est ecrantee 
par la divergence de la constante de couplage a petit k±. Par consequent, la forme des distri- 
butions MLLA est differente de celle obtenue en DLA, ou Ton ne considere pas la variation 
de a s . C'est aussi pour cela que, en augmentant l'energie totale du jet (a s diminue alors), 
l'apparition d'un maximum dans la distribution a ete montree, suivie d'une decroissance a 
petit k± associee, elle, a 1' interference des gluons mous dans cette region de l'espace de 
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phase. 

Pour ameliorer ces predictions en CDQ perturbative, un calcul exact de la distribution (3.11) 
dansQjJ ainsi que son extension au dela du "limiting spectrum" sont necessaires. Ceci per- 
mettra d'etendre l'intervalle de validite de notre approximation ainsi que de predire la forme 
de la distribution a petit k±. 

Dans r article ITTI j'ai calcule les correlations entre deux particules dans un jet. Pour la 
premiere fois, la demonstration permettant d'obtenir les equations d'evolution MLLA aussi 
bien dans le cas du spectre que dans celui des correlations a ete donnee. Ont ete pris en 
consideration : la contrainte angulaire dans remission des gluons mous (Angular Ordering) 
et la conservation de l'energie et les effets associes a revolution de la constante de couplage. 
Les equations d'evolution MLLA des correlations ont ete resolues de facon iterative. Ceci 
a permis, en particulier, de generaliser les resultats de Fong & Webber [12], qui n'etaient 
valables qu'au voisinage du maximum de la distribution inclusive des partons. L'intervalle 
(qui doit done etre exclus) dans lequel les correlations deviennent negatives (C — 1 < 0) a 
ete donne ; ceci a lieu quand l'energie de l'un des partons devient tres superieure a l'energie 
de 1' autre, autrement dit, quand l'espace de phase de la particule la plus molle est reduit. 
En meme temps, les correlations s'annulent (C — > 1) lorsque l'un des partons devient tres 
mou (£ = ln(l/x) — > Y = \nEQ/Q ). Ceci s'explique de facon analogue a ce qui se 
passe dans le cas des distributions inclusives a petit k±, a savoir, a partir de la coherence des 
gluons mous. Du point de vue qualitatif, les predictions obtenues sont en meilleur accord 
avec les donnees du LEP-I qu'avec celles de Fong & Webber j[L2|. Cependant, il y reste 
encore une difference notoire, d'autant plus marquee a petit x. Dans cette region, les effets 
non-perturbatifs pourraient se faire sentir de facon non negligeable, et limiter 1' application de 
l'hypothese "LPHD" au cas de cette observable moins inclusive que les distributions etudiees 
dans[10l Les donnees experimentales de CDF (a venir) seront comparees aux resultats de ce 
travail, et pourront eclairer cette question. 

Dans 1' article [[2] je me suis interesse a 1' evaluation du spectre inclusif d'une particule par la 
methode du col. Je me suis inspire des travaux de Dokshitzer, Fadin, Khoze et Troyan [|9ll [|23l 
en DLA (Leading Order) et je les ai generalises au cas MLLA (Next-to-Leading Order). 
Ceci m'a permis de donner, en particulier, 1' expression asymptotique du spectre a A ^ 
(Q 7^ Aqcd) en MLLA, et de retrouver a A = la position de son maximum ainsi que sa 
forme gaussienne au voisinage de ce point. Les derivees logarithmiques, importantes pour le 
calcul posterieur des correlations, etant finies dans la limite A — > 0, peuvent etre comparees 
avec leur expression exacte (voir D.2 dans ITTb . Bien que cette methode (approchee) n'est 
valable que, strictement parle, dans la limite asymptotique Y + A, A ^> 1, 1' accord obtenu 
entre cette methode et l'expression exacte du travail precedent est remarquable, meme a 
l'echelle d'energie du LEP-I (Q = 91.2 GeV). C'est pour cela que je l'ai utilisee pour 
evaluer les correlations d'une fa§on plus rapide et economique. Elle a permis, en outre, de 
faire des predictions pour celles ci a A ^ 0, ce qui etait irrealisable avec la methode exacte 
precedente, pour des raisons techniques. J'ai ainsi pu demontrer que, si Ton augmente Q , 
on reduit l'espace de phase disponible pour les gluons mous et les correlations augmentent. 
Ceci a permis, en particulier, de confirmer quantitativement que le "limiting spectrum" reste 
le meilleur candidat pour la description des donnees experimentales, celles ci demeurant 
pour le moment au dessus des predictions. 

S'il s'avere que les donnees experimentales a venir laissent subsister un disaccord avec nos 
predictions theoriques MLLA, des calculs NMLLA seraient a envisager, conjointement avec 
des interrogations sur la validite de l'hypothese LPHD. 

Enfin, une continuation naturelle des memes techniques presentees dans cette these concerne 
le probleme "KNO" HO (Koba, Nielsen, Olesen) sur la loi de "scaling" des fluctuations 
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des multiplicites dans les jets. Jusqu' a present, aucun calcul theorique n'a ete a meme de tenir 
compte de revolution du jet, c'est a dire des effets de variation de a s , ni des "corrections 
fortes" qui apparaissent lorsque Ton satisfait le principe de conservation de l'energie. 
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Chapitre 9 
Appendices 



9. 1 Rayonnement en electrody namique classique et en chro- 
modynamique quantique 



9.1.1 Calcul concernant 13.3.2 

On pose : 



e a ° T = sinhaor' + cosh aor' 



et on recrit 



coshy + - [y i — f 2) sinh?/ 



sinh aor — - (v\ + 1*2) sinh y cosh aor' 



A sinh aoT ; + B cosh aoi - ' = D sinh (aoT 7 + , 



ou : 



D 



2 cosh (r/2 — y) cosh (7/1 — y) 



Vi + t> 2 



cosh 7/2 cosh ?7i 
X = tanh -1 



tanh (r/2 — y) — tanh (r/i — y) 
Vi + v 2 



v 2 — V\ — 2 coth y 
On decompose l'integrand de la facon suivante : 



- (v 2 — f 1) cosh y — sinh y 



cosh aor' + — [v 1 + v 2) cosh y sinh a r' 



.4 



cosh y + - (vi — V2) sinh y 



sinh aor' — - (vx + f 2) sinh y cosh aor' }> + 



ao rfr' 



coshy + — (vx — V2) sinh?/ 



sinh a r' — - (vx + v 2 ) sinh y cosh a r' }> . 



Ici : 



L' integrate oc B s'annule, celle qui est proportionnelle a A se calcule a partir de la representation 
integrate de la fonction de Bessel modifiee de seconde espece. 
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9.1.2 Calculs concernant |376] (Angular Ordering) 



* On integre (13.6.71) sur les angles d' emission pour trouver la probabilite totale independante 
de rayonnement : 

< TZ l >= / — — — = / — / d<P = T( Vl ) (9.1.1) 

7 4?r (1 - ^icosG) 2 y (1 - vi cos®) 2 Jo 

qui peut s'integrer facilement en effectuant le changement de variables suivant 

u = cos 9, du = — sin OdO. 

On doit resoudre 



... f 1 u 2 du \ 1 l + vi 



2 (1 — Viu) 2 y_! (1 — V\U) 2 J Vi 1—V\ 

2 ( — 1 ) ; avec u = tanh 77. 



tanh?7 

La deuxieme integrale dans 1' expression precedente se decompose en 
u 2 du 1 / Z" 1 ^ Z" 1 



-1 (1 — fi^) 2 V J -l (1 ~~ Ulli) 2 J _i (1 — UiZi) 

77 a le sens d'un "angle hyperbolique" en fonction duquel on peut exprimer la quadri-impulsion 
de 1' electron 

Ei = mi cosh 77, \f>i\= tti\ sinhr?. 
* On peut verifier l'invariance de Lorentz de la probabilite totale d'emission (13.6.61) 



d 3 k 



ou — = 2 / cPkS^k 



10 



{fti + ^ 2 - 2J} — rffi = -J 2 

OJ L AJ Co" 

4;. r4/-7.2\ 



* On calcule 1' integrale suivante dans la limite ultra-relativiste : 

lim < J >= [ ^ nin 2 -{nni){nn,) ^ 

ui,i;2-»l y 47T (1 — nrii)(l — 71712) 

/n71 -« f 1 dcosQi f 27T d(f) - (nni)(nn 2 ) 1 f. „ , 

9.1.2 = / / — — ^- ~ . = - I dx < J >s (avec x = cos 

^ V J-i 2 7 2tt {I - nni){\ - nn 2 ) 2 J_ t 1 

On effectue les decompositions 

^1^2 — (nr7i)(nn 2 ) nrti r?in 2 — rmi 1 



(1 — rmi)(l — 71712) \ — nn\ 1 — nni 1 — nn2 

x nifi2 — x 1 
- + — ~ — , 



1 — x 1 — x 1 — nn 2 
nn 2 = cos 6 2 = n z ■ n 2z + n ± ■ n 2 = cos 61 cos G>i 2 + sin G>i sin 612 cos < 
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Or 



x riino — x rl " 
<J>cp = + 



1 — x 1 — x J a + b cos 4> 

l + {n x n 2 -x) / r^-^-i, (9.1.3) 



1 — x \ J 2tt a 2 

ou a = 1 — cos 6i cos 9 12 et b = 1 — sin 0i sin i2 . L' integrate peut se calculer facilement 



fl3AT5|) 







2vr a 2 J a + b cos 1 



2 a-b <p 
: arctan \ / tan ■ 



Va 2 - b 2 IV a + b 2 



2- 



| n±n2 — x I I a\2 — a\ 
de sorte que 1'evaluation entraine 





(9.1.4) 



< J > = 1 + r > - 1. 

1 — X I n\Tl2 — x 



En introduisant la fonction de Heaviside 



$(nin 2 — x) = — < 1 + 1 " 



2 1^ I nin 2 — x I 
on recrit 



< J > = 2^^ ^ - 1 

1 — x 



et finalement 



lim < J > = I dx 

VI ,V2— ->1 



$(nin 2 — x) 
1 — x 



-1/2 



nin2 



-1 



1 — X 



1 

In tt^--1- (9-1.5) 

1 - n x ri2 



Puis on s'interesse a la quantite < V\ > a zimuth=< (Tli — J) >Q : 

z T/ ^ f 2n d(f) H M _ 1 - tf(nin 2 - x) _ 2 

< Vi >azimuth= / — ^ Vi(n,rai;n 2 ) = 2 = — tf(ai 2 - 01), 

J 2ty 1 — x ai 



2 

<^ 2 > azimuth = — i?(a 12 - a 2 ). 
a 2 



l -d{nin 2 - x) ='&[! - x- {I - «in 2 )]) = i?(ai - ai 2 ), puis 1 - i?(oi - ai 2 ) = i?(ai2 - ai) 
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9.1.3 Production du boson de Higgs 



Soient pi = E(l,u), p 2 = E(l,—u) les quadri-impulsions des quarks entrants, p\ = 
E(l,v), p' 2 = E(l,—v) celles des quarks sortants definies dans le centre de masse. On 
definit 6 d = \ (u, v) . 

Les variables de Mandelstam s'ecrivent 

s = (p 1 +p 2 ) 2 = (p' 1 +p' 2 ) 2 = AE 2 , 



t = { Pl - p[) 2 = (pa - p' 2 f = -2pi • p[ = -2E 2 (\ -v-u)& -4E 2 Q 2 d pour 6 d petit, 
d'ou 

r „ r ■ 



9.2 Complements utiles pour le chapitre HI 

9.2.1 Derivees secondes §^f, £^ et expression du determinant 
DetA en fonction de uj, i/ 

L'astuce pour calculer ces derives secondes a partir de (|4.1 1.5al) et (|4.1 1.5bl) consiste a les 
recrire sous la forme 

dd> 2uj — v „ z/ </> , v + 2s Q 1 
H A + 



Ouj uj — v uj — v uj — v uj — v (3uj(uj — u) 

dd) uj — 2v uj d> u) + 2so 1 

-y + + A- 



du uj — v uj — v uj — v uj — v (3v(uj — v) ' 
les expressions des derivees secondes sont donnees par 



3 2 &j 
du 2 



(uj - v) 



dj 2uj — v 

[uj — v) 2 (3uj 2 (uj — uY 



+ 



P(uj-v) 2 (2s + uj + is) 



d 2 (j) 
du 2 



UJ 



{uj - v) 



;(^+Z/+A) + 



6 uj — 2v 
1 

(uj — v) 2 fiv 2 (uj — vf 



p(uj-v) 2 (2sv + uj + uy 



d 2 (f) 
dujdv 



UJ 



(UJ - V) 



7 +y+\)- 



UJ-U 



(3uj(uj - u) 2 



(3(uj-u) 2 (2s + uj + u)' 
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d 2 </> 


a 2 4, 


diO 2 


duidv 


d 2 <f> 


d 2 <i> 


dvdu) 


du 2 



A= (9.2.1) 



Finalement 1' expression pour le determinant est 

" /3(u + v)(j) - 4 4(cu + z/) 



DetA = (£ + y + \y 



(uj-u) 2 (lu-is) 2 (2s + lu + v) 

Nous utilisons de meme le resultat de l'integration gaussienne suivante 

(2tt)*/ 2 



I \ dr, 



x Ax 



i=l 



{detAyn 



9.2.2 Astuce pour la methode du col 

On veut estimer l'integrale suivante par la methode du col : 

du du M ^ v) 



(2tt) 2 K } 

ou v) = (f)(u>, v) + (f)'(u>, v). La fonction <f>'(u, v) represente une correction face a la 
fonction dominante (ft, soit <p ^> 0'. Soit (uo, vq) le point de col dans l'exponentielle de 
l'integrale dominante 



(2tt)' 
tel que 

H^(wo, ^0) = |^(^o, ^0) = 0. 
L'estimation de l'integrale I au voisinage de (u , v ) est donnee par l'expression suivante 

„<j>{tx>o,v ) 



2ny^DetA(uJo, vq) 



Finalement, on remplace le point de col (uq, vq) dans le terme sous-dominant de (19.2.21 ) pour 
obtenir 



g0(fJO I u o ) +</>' (wo , fO ) 



27TA/-DetA(u;o, ^0) 
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10.1 INTRODUCTION 



In high energy collisions, perturbative Quantum Chromodynamics (pQCD) successfully pre- 
dicts inclusive energy spectra of particles in jets. They have been determined within the Mo- 
dified Leading Logarithmic Approximation (MLLA) flTJ [J2J as functions of the logarithm of 
the energy (m(l/x)) and the result is in nice agreement with the data of - e + e~ and hadro- 
nic - colliders and of deep inelastic scattering (DIS) (see for example (3]| H [|5]|). Though 
theoretical predictions have been derived for small x (energy fraction of one parton inside 
the jet, x <C 1)0 , the agreement turns out to hold even for x ~ 1. The shape of the inclusive 
spectrum can even be successfully described by setting the infrared transverse momentum 
cutoff Q as low as the intrinsic QCD scale Aqcd (this is the so-called "limiting spectrum"). 

This work concerns the production of two hadrons inside a high energy jet (quark or gluon) ; 
they hadronize out of two partons at the end of a cascading process that we calculate in 
pQCD ; considering this transition as a "soft" process is the essence of the "Local Parton 
Hadron Duality" (LPHD) hypothesis ITJ J6l 0, that experimental data have, up to now, not 
put in jeopardy. 

More specifically, we study, in the MLLA scheme of resummation, the double differential 
inclusive 1 -particle distribution and the inclusive k±_ distribution as functions of the trans- 
verse momentum of the emitted hadrons ; they have up to now only been investigated in 
DLA (Double Logarithmic Approximation) (TJ. After giving general expressions valid at all 
x, we are concerned in the rest of the paper with the small x region (the range of which is 
extensively discussed) where explicit analytical formulae can be obtained ; we furthermore 
consider the limit Q rs Aq C d, which leads to tractable results. We deal with jets of small 
aperture ; as far as hadronic colliders are concerned, this has in particular the advantage to 
avoid interferences between ingoing and outgoing states. 

The paper is organized as follows : 

• The description of the process, the notations and conventions are presented in section 
110.21 We set there the general formula of the inclusive 2-particle differential cross section for 
the production of two hadrons hi and h 2 at angle within a jet of opening angle 6o, carrying 
respectively the fractions X\ and x 2 of the jet energy E ; the axis of the jet is identified with 
the direction of the energy flow. 

• In section [T0.3[ we determine the double differential inclusive 1 -particle distribution 
dWiTgjfdine f° r * ne haxlron h\ emitted with the energy fraction xi of the jet energy E, at 
an angle 6 with respect to the jet axis. This expression is valid for all x ; it however only 
simplifies for i <C 1, where an analytical expression can be obtained ; this concerns the rest 
of the paper. 

• In section [T04l we go to the small x region and determine d \ n {if x ^ d \ n Q , < 1 both for 
a gluon jet and for a quark jet. It is plotted as a function of In k± (or In 6) for different values 
of li = ln(l/xi) ; the role of the opening angle O of the jet is also considered ; we compare 
in particular the MLLA calculation with a naive approach, inspired by DLA calculations, in 
which furthermore the evolution of the starting jet from O , its initial aperture, to the angle 
between the two outgoing hadrons is not taken into account. 

4 as the exact solution of the MLLA evolution equations 
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The MLLA expressions of the average gluon and quark color currents < C > g and < C > q 
involve potentially large corrections with respect to their expressions at leading order ; the 
larger the (small) x domain extends, the larger they are ; keeping then under control sets the 
bound i = In ± > 2.5. 

x — 

• In section 110.51 we study the inclusive k± distribution d ^ k , which is the integral of 

dxfline W ^ n res P ec t to x i > ^ i s shown in particular how MLLA corrections ensure its posi- 
tivity. The domain of validity of our predictions is discussed ; it is a k±_ interval, limited by 
the necessity of staying in the perturbative regime and the range of applicability of our small 
x approximation ; it increases with the jet hardness. The case of mixed gluon and quark jets 
is evoked. 

• A conclusion briefly summarizes the results of this work and comments on its extensions 
under preparation. 

Five appendices complete this work ; 

• Appendix ll0.7l is dedicated to the MLLA evolution equation for the partonic fragmenta- 
tion functions D 9 or q and their exact solutions (8]|[|9||. They are plotted, together with their 
derivatives with respect to ln(l/x) and In k±. This eases the understanding of the figures in 
the core of the paper and shows the consistency of our calculations. 

• Appendix 110.81 presents the explicit expressions at leading order for the average color 
currents of partons < C >a ■ 

• Appendix 1 1 0. 91 completes section [1041 and appendix 1 10.8l by providing explicit formulae 
necessary to evaluate the MLLA corrections 5 < C >a to the average color currents ; 

• While the core of the paper mainly give results for LHC, Appendix 1 1 0. 1 01 provides an 
overview at LEP and Tevatron energies. It is shown how, considering too large values of x 
(In | < 2) endanger the positivity of de f l ^ k± at low k±. Curves are also given for d f^ k ', 
the range of applicability of our approximation is discussed in relation with the core of the 
paper. 

• in Appendix 1 10.1 1[ we compare the DLA and MLLA approximations for the spectrum, 
the double differential 1 -particle inclusive distribution, and the inclusive k± distribution. 



10.2 THE PROCESS UNDER CONSIDERATION 



It is depicted in Fig. 1 below. In a hard collision, a parton A Q is produced, which can be a 
quark or a gluon . A Q , by a succession of partonic emissions (quarks, gluons), produces a 
jet of opening angle O , which, in particular, contains the parton A ; A splits into B and C, 
which hadronize respectively into the two hadrons hi and h% (and other hadrons). 6 is the 
angle between B and C. 

Because the virtualities of B and C are much smaller than that of A ifTOl . can be considered 
to be close to the angle between hi and h 2 ifTOllfTTIl ; angular ordering is also a necessary 
condition for this property to hold. 

5 in p — porp — p collisions, two partons collide which can create A either as a quark or as a gluon ; in the 
deep inelastic scattering (DIS) and in e + e~ colliders, a vector boson (7 or Z) decays into a quark-antiquark 
pair, and A is a quark (or an antiquark) ; 
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-x- 




Fig. 1 : process under consideration : two hadrons hi and hi inside one jet. 



A carries the energy E. With a probability , it gives rise to the (virtual) parton A, which 
carries the fraction u of the energy E ; ^ BC (z) is the splitting function of A into B and C, 
carrying respectively the fractions uz and tt(l — z) of E ; h\ carries the fraction x\ of E ; h 2 

carries the fraction x 2 of E ; uz£9, Q ) and D h c 2 ( ^j^ z y u ( l ~ z ) EQ i Qo 

are their respective energy distributions. 

One has < O . On the other hand, since k± > Q (Q is the collinear cutoff), the emission 
angle must satisfy 6 > 6 m j„ = Qo/(xE), x being the fraction of the energy E carried away 
by this particle (see also subsection 110.2.11 below) . 

The following expression for the inclusive double differential 2-particle cross section has 
been demonstrated in ifTOll ifTTI : 



da 



dVtjet dx\ dx 2 d In ( sin 2 — ) ^ 



da 



E 



6 \ d(f KdttietJn 
— ) — _ 1 v Jet/ A,B,C 

2 J 2tt 



du 



ir 



dz 



a s {k]_) 



z(l-z) 47T 



§ B A C (z) D A M (u, EG , uEQ) D h ^ uzEQ, Q ) D h J ( u(l - z)EQ, Q 

(10.2. 

where | — — I is the Born cross section for the production of A , Vtj et is the solid angle 







dfl 



jet / o 



of the jet and (p is the azimuthal angle between B and C. 
a s (q 2 ) is the QCD running coupling constant : 



47T 



4iV c /3m 



2 ' 



(10.2.2) 



A 2 



where Aqcd ~ a few hundred MeV is the intrinsic scale of QCD and 



(10.2.3) 



is the first term in the perturbative expansion of the /3-function, iV c is the number of colors, 
Tr = rif/2, where rif is the number of light quark flavors (n/ = 3) ; it is convenient to scale 
all relevant parameters in units of 4iV c . 
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In (| 1 0.2. 1 1) , the integrations over u and z are performed from to 1 ; the appropriate step 
functions ensuring uz > x±, u(l — z) > x 2 (positivity of energy) are included in D 1 ^ and 

u c • 



10.2.1 Notations and variables 



The notations and conventions, that are used above and throughout the paper are the follo- 
wing. For any given particle with 4-momentum (/c , k), transverse momentum k± > Q (k± 
is the modulus of the trivector k±), carrying the fraction x = k /E of the jet energy E, one 
defines 

£ = ln-^ = ln(l/x), y = \n^. (10.2.4) 
Q is the infrared cutoff parameter (minimal transverse momentum). 

If the radiated parton is emitted with an angle -d with respect to the direction of the jet, one 
has 

k± = \k\ sin$ « k sm$. (10.2.5) 

The r.h.s. of (110.2.51) uses \k\ ~ k , resulting from the property that the virtuality k 2 of 
the emitted parton is negligible in the logarithmic approximation. For collinear emissions 

(0 < 1), k± ~ \lc\0 ss k Q d. 
One also defines the variable Y$ 

Y, = t + y = In (e^±-) « In ^; (10.2.6) 

to the opening angle O of the jet corresponds 

K eo =m^; (10.2.7) 
vo 

£■60 measures the "hardness" of the jet. Since $ < 6 , one has the condition, valid for any 
emitted soft parton off its "parent" 

n < K eo . (10.2.8) 

The partonic fragmentation function D b a (xb, Q, q) represents the probability of finding the 
parton b having the fraction Xb of the energy of a inside the dressed parton a ; the virtuality 
(or transverse momentum) k\ of a can go up to \Q 2 \, that of b can go down to \q 2 \. 



10.2.2 The jet axis 



The two quantities studied in the following paragraphs (double differential 1 -particle inclu- 
sive distribution and inclusive k± distribution) refer to the direction (axis) of the jet, with 
respect to which the angles are measured. We identify it with the direction of the energy 
flow. 

The double differential 1 -particle inclusive distribution dx fJl ie is accordingly defined by 
summing the inclusive double differential 2-particle cross section over all h 2 hadrons and 
integrating it over their energy fraction x 2 with a weight which is the energy (x 2 ) itself; it 



141 



measures the angular distribution of an outgoing hadron hi with energy fraction x\ of the jet 
energy, produced at an angle 6 with respect to the direction of the energy flow. 
Once the axis has been fixed, a second (unweighted) integration with respect to the energy 
of the other hadron ix{) leads to the inclusive k± distribution ' x 



dlnk± ' 



10.3 DOUBLE DIFFERENTIAL 1-PARTICLE INCLUSIVE 

d 2 N 

DISTRIBUTION 

dx\ d In S 



After integrating trivially over the azimuthal angle (at this approximation the cross-section 
does not depend on it), and going to small 6, the positive quantity dx f^ nQ reads 



d 2 N _ r 1 ^ ^ da 1 (10 3 1) 

dx\ d In 6 ^— ' J dVtj et dx\ dx 2 d In O ( da x 



dQjet / g 



We use the energy conservation sum rule lfT2l 

V [ dxxD h c (x,...) = 1 (10.3.2) 
h Jo 

expressing that all partons h 2 within a dressed parton (C) carry the total momentum of C, 
then make the change of variable v = u ^_ z ^ where w(l — z) is the upper kinematic limit for 
x 2 , to get 



V /" 1 ^ dx 2 x 2 D h c 2 ( X * u(l - z)EQ, Qo) =u 2 (l- z)\ (10.3.3) 



h 2 

and finally obtain the desired quantity ; 

dx\ d In 9 

1 A.B 



(10.3.4) 



the summation index C has been suppressed since knowing A and B fixes C. 
We can transform (110.3.41 ) by using the following trick : 

du J ^(1 _ z) = J du / ^ - J d{uz) J ^, (10.3.5) 

and (110.3.41) becomes 

d 2 N 



[ duDi o (u,Ee ,uEe)J2 I -^4P-K{z)D h i (-,uzEQ,Q 



(10.3.6) 
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We then make use of the two complementary DGLAP (see also the beginning of section 
110.41) evolution equations lfT3l which contain the Sudakov form factors cIa and 4 of the 
partons A and B respectively : 



d 



d\iak\ l. 



d A (k 2 A )D h / (^,uEQ,Q 



u 



47T 



B 



-S* (z)D$(^uzEe,Q 
z \uz 

(10.3.7) 



Mkl) d^W [dB(kl)Dl(w,Ee ,wEe)] = -^^£ / ^ B a (-) Di o (u,EQ ,uEe); 

B 71 A J 

(10.3.8) 

the variable uz occurring in (110.3.51) has been introduced ; in () 10.3.71) and (110.3.81) . (uEQ) 2 
refers respectively to the virtualities k\ and k 2 B of A and B. Using (110.3.71) and (| 10.3.81) . 
(110.3.61) transforms into 



d 2 N 



dx\ d In 9 



/ duDi o (u,Ee ,uEe)d^ 1 (k 



d 



AJ d\nk 2 A 



d A {k\)D h l (^,uEe,Q 



u 



+ J2J dwD h B - (^,wEe,Q ) d B (4)-J_ [d-\kl)D* o (w,Ee ,wEe)] . 



D A depends on the virtuality of A through the variable HI A£ = £(k 



(10.3.9) 

m) = 



In 



and elementary kinematic considerations [[Toll lead to k\ 



QCD) 



4N c p \ln(Ql/Al 
(uEQ) 2 . 

By renaming B — > A and w u, (110.3.91) finally becomes 



d 2 N 



dx\ d In 



.4 

hi ( X J_ 

u 

d 



Di o (u,EQ ,uEe)d^(k A 



d 



d 



dln6 



d A {k\)D 



hi pi 



-,uEQ,Q 



uEQ,Q ) ^(^)__ [d^(k 2 A )Di o (u,EQ ,uEQ)] 



rflnG 



J duD A o (u,EQ ,uEQ)D h A 1 (^-,uEQ,Q 



and one gets 



d 2 N 



d 



dx\ d In d In 9 



F A ^(x 1 ,e,E,e ) 



(10.3.10) 



(10.3.11) 



with 



F^( Xl ,e,E,Q ) = Yl f duDi o (u,EG ,uEG)D% (^-,uEG,Q o y, (10.3.12) 



F defined in (110.3.121 ) is the inclusive double differential distribution in X\ and with respect 
to the energy flux (the energy fraction of the hadron h\ within the registered energy flux) and 
is represented by the convolution of the two functions D Aq and D\. 

The general formula (110.3.1 II) is valid for all x\ ; its analytical expression in the small X\ 
region will be written in the next section. 
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d 2 N 

10.4 SOFT APPROXIMATION (SMALL-xi) FOR 



d£i d In k± 



At l\ fixed, since y\ = \n(k±/Q ) and Y = \n(EQ/Q ) = £ x + yi, dyi = d\nk± = dlnB 
and we write hereafter ^ , or ,f*f instead of ,„ n . 

dt\ dlnfcx dt\ dyi dl\ dlnB 

Since the u-integral (110.3. 121) is dominated by u = 0(1) the DGLAP [1J partonic dis- 
tributions D Ao (u, . . .) are to be used and, since, on the other hand, we restrict to small xi, 
x\/u <C 1 and the MLLA inclusive D^((xi/u), . . .) are requested. The latter will be ta- 
ken as the exact solution (see [[8]|) of the (MLLA) evolution equations that we briefly sketch 
out, for the sake of completeness, in appendix 1 10.71 MLLA evolution equations accounts for 
the constraints of angular ordering (like DLA but unlike DGLAP equations) and of energy- 
momentum conservation (unlike DLA). 

For soft hadrons, the behavior of the function D h A {x\, EQ, Q ) at x± <C 1 is 03 

D h /( Xl ,Ee,Q ) « - P h 2 (m-,m^ = Y e ) , (10.4.1) 

X\ \ X\ Ljo J 

where p h A is a slowly varying function of two logarithmic variables that describes the "hump- 
backed" plateau. 

For D h l (— , uEQ, Q J occurring in (110.3.121) . this yields 

D h l (^,uEQ,Q ) « -p h - (in— ,lBU + y e ) • (10.4.2) 

Because of (110.2.61) . one has 

p h A (£, Y e ) = fa (£, £ + y) = D h A (£, y), (10.4.3) 
and, in what follows, we shall always consider the functions 

xD A (x,EQ,Q ) = D A (£,y). (10.4.4) 

/, / . u 



The expansion of p} In — , hxu + Yq around u — 1 (In it = In 1) reads 
V %i J 



D h ^{h + ]nu, Vl ) = D^yi) + lnu ^D h /(£ hyi ) + . . . , 

(10.4.5) 



such that 



6 D A (^,uEO,Qq) « (u/xi)x (slowly varying function) - see (I10.4.2l i - and the most singular possible 
behavior of D Ag (u, EOq, uEQ 1 Qo), which could enhance the contribution of small u, is ~ 1/u ; however, the 
integrand then behaves like Const, x (slowly varying function) and the contribution of small u to the integral 
is still negligible. 
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A 

+£ 



duuD Ao (u, EQ , uEQ) D'\ 1 (£ 1 ,y 1 



du u \nuD Ao (u, EQ , uEQ) 



dD h A '(e 1 ,y 1 ) 



(10.4.6) 



the second line in (| 10.4-.6b is the 0(1) main contribution ; the third line, which accounts for 
the derivatives, including the variation of a s , makes up corrections of relative order 0(y/a~ s ) 
with respect to the leading terms (see also (110.4.171) ). which have never been considered be- 

fore ; since, in the last line of (110.4.61) . u < 1 => In w < and is positive (see appendix 
110.7.41) . the corresponding correction is negative. A detailed discussion of all corrections is 
made in subsections 1 10.4.1 1 and ll0.4l4l 

It is important for further calculations that (110.3.121) has now factorized. 
While (110.3.121) (110.4.61) involve (inclusive) hadronic fragmentation functions D h A x = Dg 1 
or Dg 1 , the MLLA partonic functions E h A {t^ y) satisfy the evolution equations (110.7.21) with 
exact solution (110.7.81 ). demonstrated in [[8]| and recalled in appendix 1 10.71 The link between 
the latter (D 9 g , D 9 q , D q , D q q ) and the former goes as follows. At small x, since quarks are 
secondary products of gluons, for a given "parent", the number of emitted quarks is a uni- 
versal function of the number of emitted gluons : the upper indices of emitted partons are 
thus correlated, and we can replace in (110.4.61) the inclusive fragmentation functions by the 
partonic ones, go to the functions L>a(£, y), where the upper index (which we will omit) is 
indifferently g or q, and rewrite 

x 1 F% > {x 1 ,Q,E,e ) ^J2{ <u >Ao + 6 < u >i i>AA^uyi))D A (£i,yi), (10.4.7) 



with I 



< u > 



5<u >4 



I du uDi Q (u, EQ , uEQ) « I du uDj Q (u, EQ , EQ) 
Jo Jo 



du(ulnu)D2 (u,Ee ,uEe) « / du( u\nu)D^ o (u, EQ , EQ) , 

(10.4.8) 



and 



1 



dD A {£ 1 ,y 1 ) 



dti 



(10.4.9) 



Thus, for a gluon jet 



Xl F^ ( Xl ,Q,E,e ) 



« <u> 9 g D g (£ 1 ,y 1 )+<u> g -D q (£ 1 ,y 1 ) 
+ 5<u> 9 g i) g)tl {^y 1 )lDg{£ l ,y 1 ) 
+ 5<u> q g ij qA (£ 1 ,y 1 )D g (£ 1 ,y 1 ), 



(10.4.10) 



7 In dl0.4.8t . u is integrated form to 1, while, kinematically, it cannot get lower than x\ ; since we are 
working at small x\, this approximation is reasonable. 
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and for a quark jet 



+ 5< u >*Vtoi (4,s/i)A,(4, yi) 

It turns out (see [HI) that the MLLA corrections to the formulae 

^ a t>t ^o! tit 



Nr. 



(10.4.11) 



(10.4.12) 



do not modify the results and we use (110.4.121) in the following. We rewrite accordingly 
(1 10.4. 101) and (1 10.4. 11 1) 



Xi f^ ( Xl ,e,E,e ) 
Xl F^ ( Xl ,e,E,e ) 



<C> g +5<C>g 

N 

< c >° +s< c > c 

N 



D g (e uyi ) 



D 9 (£i,yi] 



< c >, 

N c ' 

< c > t 

Nr 



(10.4.13) 



with 



< C > 



< u >l N c + < u > q g C F , 



<C>[ 



<u> 9 q N c +<u > q q C F , 



(10.4.14) 



and where we have called 



5<C> g = N c 6<u> 9 g il)g ltl (e 1 ,y 1 ) + C I r6<u>lil) qt t 1 (e 1 ,y 1 ), 
5<C> q = N c S<u> 9 q i; aA (£ 1 ,y 1 ) + C F 5<u> q q ij gA (£ 1 ,y 1 ). (10.4.15) 

< C >a is the average color current of partons caught by the calorimeter. 
Plugging (110.4.131) into (| 10.3. 1 II) yields the general formula 



d 2 N 



d£\ d In kj 



_d_ 

dyi 



<C> 



q,9 



N 



D g (£i,yi) 



(10.4.16) 



The first line of (110.4.101 ) and (110.4.1 II ) are the leading terms, the second and third lines are 
corrections. Their relative order is easily determined by the following relations (see (110.7.31) 
for the definition of 70) 

d 2 N < C >„ o d ~ , „ , 1 ~ ,„ , d „ 
SMEfcl = -^dy-*^ + N c D ^dy-, < >«' 
^-D g (e ll y 1 ) = O( l0 )=O(^- s ) } 

^-<C > M = O( 7o 2 ) = 0(a s ); (10.4.17) 
The different contributions are discussed in subsections 110.4.11 and 1 1 0.4l4l below. 
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• dinfcx ^ — <iy~ ( see me beginning of this section) occurring in (110.4.161) is plotted in 

Fig. 12 and 13 of appendix MJ\ and dD f t ,y) occurring in (110.4.71) (110.4.91) is plotted in 
Figs. 14 and 15. 

• The expressions for the leading terms of ^i-F^ (^i> ©> ^> ©o) together with the ones of 
< C > Q g and < C > q are given in appendix 1 10. 81 

• The calculations of 5 < C > g and 5 < C > q are detailed in appendix 110.91 where the 
explicit analytical expressions for the < u >'s and 5 < u >'s are also given. 

We call "naive" the approach" in which one disregards the evolution of the jet between 6 
and 6 ; this amounts to taking to zero the derivative of < C > q>g in (110.4.161) ; 010.8.2b . 
(110.8.31) . (110.8.41) then yield 

< C >™= N c , < C >™= C F . (10.4.18) 



10.4.1 The average color current < C >a 

On Fig. 2 below, we plot, for Y eo = 7.5, < C >° q , < C >° q +5 < C > q , < C >° g , 
< C >° +5 < C > g as functions of y, for t = 2.5 on the left and i = 3.5 on the right. 
Since < 9 , the curves stop at y such that y + £ = Yq ; they reach then their respective 
asymptotic values iV c for < C > g and Cp for < C > q , at which 5 < C > q and 5 < C > g 
also vanish (see also the naive approach (110.4.181) ). These corrections also vanish at y = 
because they are proportional to the logarithmic derivative (l/D(£,y))(dD(£,y)/d£) (see 
(110.4.151) ) which both vanish, for q and g, at y = (see appendix 110.71 and Figs. 16-17) ; 
there, the values of < C > g and < C > q can be determined from (110.8.21) (110.8.31) . 
The curves corresponding to LEP and Tevatron working conditions, Y@ = 5.2, are shown 
in appendix 1 10. 101 




Fig. 2 : < C >\ and < C >\ Q +5< C >A far quark and gluon jets, as functions of y, 
for Y"e = 7.5, i = 2.5 on the left and £ = 3.5 on the right. 

Two types of MLLA corrections arise in our calculation, which are easily visualized on 
Fig. 2 : 

* through the expansion (110.4.51) around u = 1, the average color current < C >^ gets 
modified by 5 < C >a < °f relative order 0{^Jal) ; it is represented on Fig. 2 by the 
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vertical difference between the straight lines (< C >°a ) and the curved ones (< C >° A 

+5<C > Ao ); 

* the derivative of < C > A with respect to y is itself of relative order O(y/ol) with respect 
to that of D g ; it is the slopes of the straight lines in Fig. 2. 

The y derivatives of < C > A +5 < C > Ao differ from the ones of the leading < C > A ; 
this effect combines the two types of MLLA corrections mentioned above : the derivation of 
< C > with respect to y and the existence of 5 < C >. 

For Y" 0O = 7.5, the 5 < C > correction can represent 50% of < C > g at £ = 2.5 and y « 1.5 ; 
for higher values of £ (smaller x), as can be seen on the right figure, its importance decreases ; 
it is remarkable that, when 5 < C > is large, the corrections to with respect to d< ^ > 
become small, and vice-versa : at both extremities of the curves for the color current, the 
5 < C > corrections vanish, but their slopes are very different from the ones of the straight 
lines corresponding to < C >°. 

So, all corrections that we have uncovered are potentially large, even d5< ^ > , which is the y 
derivative of a MLLA corrections. This raises the question of the validity of our calculations. 
Several conditions need to be fulfilled at the same time : 

* one must stay in the perturbative regime, which needs y\ > 1 (k± > 2.72 Aqcd ~ -7 GeV ; 
this condition excludes in particular the zone of very large increase of de f^ k± when y\ — > 
(this property is linked to the divergence of the running coupling constant of QCD a s (kj_) — > 
oo when k x -> Aqcd)- 

* x must be small, that is £ large enough, since this is the limit at which we have obtained 
analytical results ; we see on Fig. 2 that it cannot go reasonably below £ = 2.5 ; this lower 
threshold turns out to be of the same order magnitude as the one found in the forthcoming 
study of 2-particle correlations inside one jet in the MLLA approximation ; 

* (MLLA) corrections to the leading behavior must stay under control (be small "enough") ; 
if one only looks at the size of the 5 < C > corrections at Y @0 = 7.5, it would be very temp- 
ting to exclude y E [.5, 2.5] ; however this is without taking into account the y derivatives 
of < C >, which also play an important role, as stressed above ; our attitude, which will be 
confirmed or not by experimental results, is to only globally constrain the overall size of all 
corrections by setting x small enough. 

Would the corrections become excessively large, the expansion (110.4.51) should be pushed 
one step further, which corresponds to next-to-MLLA (NMLLA) corrections ; this should 
then be associated with NMLLA evolution equations for the inclusive spectrum, which lies 
out of the scope of the present work. 

Though 5 < C > can be large, specially at small values of £, the positivity of < C >° +5 < 
C > is always preserved on the whole allowed range of y. 

The difference between the naive and MLLA calculations lies in neglecting or not the evo- 
lution of the jet between O and 0, or, in practice, in considering or not the average color 
current < C >a as a constant. 

We present below our results for agluon and for a quark jet. We choose two values F 0O = 7.5, 
which can be associated with the LHC environment , and the unrealistic Y® Q = 10 (see 
appendix 110.101 for Y@ = 5.2 and 5.6, corresponding to the LEP and Tevatron working 



8 Sharing equally the 14 TeV of available center of mass energy between the six constituent partons of the 

two colliding nucleons yields E w 2.3 TeV by colliding parton, one considers a jet opening angle of 9 ~ .25 

bo 



and Q w A QCD w 250 MeV ; this gives Y = In ^ ~ 7.7. 
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conditions). For each value of Y" 0O we make the plots for two values of i\, and compare one 
of them with the naive approach. 

In the rest of the paper we always consider the limiting case Q — > Aqcd O A ~ 0, 



A = In 



A 



QCD 



(10.4.19) 



The curves stop at their kinematic limit y 1 max such that yi max + i\ = Yq . 



10.4.2 



d 2 N 



di\ d In k 



at small x\ : gluon jet 



On Fig. 3 below is plotted the double differential distribution dei d ^ k± of a parton inside a 
gluon jet as a function of y± for different values of l\ (fixed). 



Y«„ = 7.5 



d""N/(dldln0) G I = 2.5 

d 2 N/(dldln®) G I = 3.0 

d 2 N/(dldln®) G I = 3.5 

d 2 N/(dldln©) G I = 4.0 




Y ra = 10.0 



d^N/fdldlnOJg I = 3.0 
d 2 N/(dldln®) G I = 4.0 
d 2 N/(dldln®) G I = 5.0 
d 2 N/(dldln®) G I = 6.0 




Fi S- 3 • Ml d Z kl f° r a Sluon jet. 



On Fig. 4 are compared, for a given value of i\, the two following cases 



* the first corresponds to the full formulae (110.4.13I) (110.4.16I) ; 

* the second corresponds to the naive approach (see the definition above (I10.4.18I) ) 



d 2 N 



di\ d In kj 



(10.4.20) 



dD 9 (ii,yi) 
dy\ 



is given in (110.7.121) . 
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Fig. 4 : Mij.in.kj_ f or a S^ uon j et at fixed i\, MLLA and naive approach. 



The raise of the distribution at large k± is due to the positive corrections already mentioned 
in the beginning of this section, which arise from the evolution of the jet between 6 and O . 

d 2 N 

10.4.3 at small x\ : quark jet 

d£i d In k± 



On Fig. 5 is plotted the double differential distribution d£l dl p fc± of a parton inside a quark jet 
as a function of y-_ for different values of l\ (fixed). 




Fi S- 5 - dhd xnkj_ f° raauark j et 



On Fig. 6 are compared, for a given l\ fixed, the full formulae (110.4.131) (110.4.161) and the 
naive approach 

h£L-)T = t^ 1 ^ (10A21) 
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Fig. 6 : d£l d \^ k± far a quark jet at fixed t\, MLLA and naive approach. 



We note, like for gluon jets, at large y, a (smaller) increase of the distribution, due to taking 
into account the jet evolution between 6 and O . 



10.4.4 Comments 



The gluon distribution is always larger than the quark distribution ; this can also be traced in 
Fig. 2 which measures in particular the ratio of the color currents < C > g / < C > q . 

The curves for dei d d ^ k± have been drawn for = ln(l/a;i) > 2.5 ; going below this thre- 
shold exposes to excessively large MLLA corrections. 

The signs of the two types of MLLA corrections pointed at in subsection 110.4.11 vary with 
y : 5 < C > always brings a negative correction to < C >°, and to Ml d d ^ k± ', for y > 1.5, 
the slope of < C > is always larger that the one of < C >°, while for y < 1.5 it is the 
opposite. It is accordingly not surprising that, on Figs. 4 and 6, the relative positions of the 
curves corresponding to the MLLA calculation and to a naive calculation change with the 
value of y. At large y, one gets a growing behavior of di f d ^ k± for gluon jets (Fig. 4), and a 
slowly decreasing one for quark jets (Fig. 6), which could not have been anticipated a priori. 

We study in appendix 110.1 1.21 how MLLA results compare with DLA ffT4l |fT5l , in which 
the running of a s has been "factored out". 

dN 

10.5 INCLUSIVE k ± DISTRIBUTION 



d In k± 



Another quantity of interest is the inclusive k± distribution which is defined by 

dN \ r , / d 2 N \ r Y@ o-y .„ / d 2 N 



dlnk ± ) garq J dXl ydx^hikt) gorq J £min ""' V^i^/ln/.-. , ( 

(10.5.1) 

it measures the transverse momentum distribution of one particle with respect to the direction 
of the energy flow (jet axis). 
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We have introduced in (110.5.11) a lower bound of integration £ min because our calculations 
are valid for small x±, that is for large l\. In a first step we take £ min = 0, then vary it to 
study the sensitivity of the calculation to the region of large x\. 



We plot below the inclusive k± distributions for gluon and quark jets, for the same two values 
Yq = 7.5 and Yq = 10 as above, and compare them, on the same graphs, with the "naive 
calculations" of the same quantity. 



10.5.1 Gluon jet ; i m %n = 




dN 



for a gluon jet, MLLA and naive approach, 



for£ min= o, Y eo = 7.5 andY Bo = 10. 



: 7.5 



3 
2.5 

2 
1.5 

1 

0.5 


-0.5 



3.5 





(dN/dy) G 




(dN/dy) naive G 









4.5 



5.5 



6.5 




Fig. 8 : enlargements of Fig. 7 at large k± 
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10.5.2 Quark jet ; £ m in = 




1 2 3 4 5 6 123456789 

y y 



Fig. 9 : dln k ^ for a quark jet, MLLA and naive approach, 
for£ min=0 , Ye = 7.5 andY @0 = 10. 




y y 
Fig. 10 : enlargements of Fig. 9 at large k± 

10.5.3 Role of the lower limit of integration l m i n 

To get an estimate of the sensitivity of the calculation of d ^ k to the lower bound of integra- 
tion in (110.5.11) . we plot in Fig. 1 1 below the two results obtained at Y@ = 7.5 for £ min = 2 
and £ min = 0, for a gluon jet (left) and a quark jet (right). 




Fig. 11 : j^j- with £ min = 2 and £ min = 
for gluon (left) and quark (right) jet. 
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The shapes of the corresponding distributions are identical ; they only differ by a vertical 
shift which is small in the perturbative region y > 1 (restricting the domain of integration 
- increasing £ min - results as expected in a decrease of d f^ k± )- This shows that, though our 
calculation is only valid at small x\, the sensitivity of the final result to this parameter is 
small. 



10.5.4 Discussion 



MLLA corrections are seen on Fig. 8 and Fig. 10 to cure the problems of positivity which 
occur in the naive approach. 

The range of ii integration in the definition (| 1 0.5 . II) of d ^ k should be such that, at least, 
its upper bound corresponds to %\ small enough ; we have seen in the discussion of MLLA 
corrections to the color current in subsection 110.4.11 that one should reasonably consider 
l\ > 2.5 ; at fixed Yq this yields the upper bound y\ < Yq — 2.5, that is, at LHC y\ < 5. 
On the other side, the perturbative regime we suppose to start at y\ > 1. These mark the limits 
of the interval where our calculation can be trusted 1 < y\ < 5 at LHC. For yi < 1 non- 
perturbative corrections will dominate, and for yi > Y@ — t™ m »s Yq q — 2.5, the integration 
defining d f^ k ranges over values of x\ which lie outside our small x approximation and for 
which the MLLA corrections become accordingly out of control. 

On the curves of Figs. 7 and 9 at Y"e = 10, the small y region exhibits a bump which comes 
from the competition between two phenomena : the divergence of a s {k±) when k± — > Qo 
and coherence effects which deplete multiple production at very small momentum. The se- 
paration of these two effects is still more visible at Yq = 15, which is studied in appendix 
110.1 1.31 where a comparison with DLA calculations is performed. At smaller Yq , the diver- 
gence of a s wins over coherence effects and the bump disappears. 

The curves corresponding to the LEP and Tevatron working conditions are given in appendix 
[TOTOl 



Mixed quark and gluon jets 



In many experiments, the nature of the jet (quark or gluon) is not determined, and one sim- 
ply detects outgoing hadrons, which can originate from either type ; one then introduces a 
"mixing" parameter to, which is to be determined experimentally, such that, for example if 
one deals with the inclusive kj_ distribution 

dN \ / dN \ , J dN \ 

<*> hn-r- + -n-r- • (10-5.2) 



dlnk ±J mixed \d\nk ± J g \d\nk_ / 

It is in this framework that forthcoming data from the LHC will be compared with our theo- 
retical predictions ; since outgoing charged hadrons are detected, one introduces the pheno- 
menological parameter K, ch 0]|[|7l normalizing partonic distributions to the ones of charged 
hadrons 

\ eh / 



dink i / \ dink i 



mixed 
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10.6 CONCLUSION 



After deducing a general formula, valid for all x, for the double differential 2-particle in- 
clusive cross section for jet production in a hard collision process, the exact solutions of the 
MLLA evolution equations (HI have been used to perform a small x calculation of the double 
differential 1 -particle inclusive distributions and of the inclusive k±_ distributions for quark 
and gluon jets. 

Sizable differences with the naive approach in which one forgets the jet evolution between 
its opening angle O and the emission angle have been found ; their role is emphasized to 
recover, in particular, the positivity of the distributions. 

MLLA corrections increase with x and decrease when the transverse momentum k± of the 
outgoing hadrons gets larger ; that they stay "within control" requires in practice that the 
small x region should not be extended beyond i < 2.5 ; it is remarkable that similar bounds 
arise in the study of 2-particle correlations [9J. At fixed Yq q , the lower bound for £ translates 
into an upper bound for y ; this fixes in particular the upper limit of confidence for our 
calculation of d ^ k ; above this threshold, though k±_ is larger (more "perturbative"), the 
small x approximation is no longer valid. 

The "divergent" behavior of the MLLA distributions for y — > forbids extending the confi- 
dence domain of MLLA lower that y > 1, keeping away from the singularity of a s (k±) 
when k± -> A QC d- 

The two (competing) effects of coherence (damping of multiple production at small mo- 
mentum) and divergence of a s (kj_) at small k± for the inclusive k± distribution have been 
exhibited. 

MLLA and DLA calculations have been compared ; in "modified" MLLA calculations, we 
have furthermore factored out the a s dependence to ease the comparison with DLA. 
While the goal of this work is a comparison of our theoretical predictions with forthcoming 
data from LHC and Tevatron, we have also given results for LEP. LHC energies will provide 
a larger trustable domain of comparison with theoretical predictions at small x. 
Further developments of this work aim at getting rid of the limit Q rs Aqcd and extending 
the calculations to a larger range of values of x ; then, because of the lack of analytical 
expressions, the general formulae (110.3.1 II) and (110.3.121) should be numerically investigated, 
which will also provide a deeper insight into the connection between DGLAP and MLLA 
evolution equations ifToll . 

Acknowledgments : It is a pleasure to thank M. Cacciari, Yu.L. Dokshitzer and G.P. Salamfor 
many stimulating discussions, and for expert help in numerical calculations. R. P-R. wants 
to specially thank Y.L. Dokshitzer for his guidance and encouragements. 
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APPENDIX 



10.7 EXACT SOLUTION OF THE MLLA EVOLUTION 
EQUATION FOR THE FRAGMENTATION FUNC- 
TIONS ; THE SPECTRUM AND ITS DERIVATIVES 



10.7.1 MLLA evolution equation for a gluon jet 



Because of (110.4.121) . we will only write the evolution equations for gluonic fragmentation 
functions D b . 

The partonic structure functions D b a satisfy an evolution equation which is best written when 
expressed in terms of the variables I and y and the functions D b a defined by [Q]| (see also 
(fTOATT) (fT0431) ) : 

x b D b a (x b ,k a ,q) = D b a (i b ,y b ). (10.7.1) 

The parton content D g of a gluon is shown in [8] to satisfy the evolution equation (Y and y 
are linked by (110.2.61) ) 

D g {£,y) = 6(£) + I* ' dy> [ dJU^jS + y') [1 - aS(£'-£)} D g (£',y'), (10.7.2) 
Jo Jo 

where the anomalous dimension 70 (y) is given by (A is defined in (110.4.191) ) 

lliy) = iNc ^m „ (10 .7.3, 

(see the beginning of section IT0721 for (3, T R , Cp, a s , N c ) and 
1 



3 3V N c 



C F = 4/3 for SU(3) C . (10.7.4) 



The (single logarithmic) subtraction term proportional to a in (110.7.21) accounts for gluon — > 
quark transitions in parton cascades as well as for energy conservation - the so-called "hard 
corrections" to parton cascading -. 

No superscript has been written in the structure functions D g because the same equation is 
valid indifferently for D g g and D q g (see section [1041) . One considers that the same evolution 

iHrnnir Histrihutinns f) ( 



equations govern the (inclusive) hadronic distributions D h (Local Hadron Parton Duality). 



10.7.2 Exact solution of the MLLA evolution equation for particle spec- 
tra 

The exact solution of the evolution equation (110.7.21) . which includes constraints of energy 
conservation and the running of a s , is demonstrated in [8] to be given by the following 
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Mellin's representation 



D g (£,y,\) = {e + y + \) 



duo f dv 



2m J 2ixi 
ds ( u (u + a)N im ^ ]) 



o v + s \(uj + s) V 



V 



V + s 



a//3 



(10.7.5) 



-As 



From (110.7.51) and taking the high energy limit I + y = Y ^> one gets flXJ [[Vj the explicit 
formula 

D g (£,y)= J + V ^ [ ^e-^^(A + l,B + 2,co(£ + y)), (10.7.6) 



/3B(B + 1) J 2m 

where $ is the confluent hypergeometric function the integral representation of which reads 

E3 ED 



$(A + l,B + 2, uoY) = T(B + 2) (uY)- 



-b-i f dt t 



-B 



e" Yt ; 



(27T«) *(* — 1) \t-l, 

la f°° 
with A = —, B = - T(n)= dxx^e'X (10.7.7) 
Pw P Jo 



Exchanging the t and uj integrations of (|10.7.6I) (110.7.71) and going from t to the new variable 

a = - In , (110.7.61 ) becomes 

2 t-1 



ft 



71 



(10.7.8) 



1 y 

where the integration is performed with respect to r defined by a = - In - + ir, 



cosh a — sinh a 

y + £ 

£ + y a 



(3 sinh a 



B/2 



I B (2y/Z{T,y,£)), 



Z(r,y,£) = ^-^(^«-^sinha]; 
1b is the modified Bessel function of the first kind. 



(10.7.9) 



10.7.3 The spectrum 

On Fig. 12 below, we represent, on the left, the spectrum as a function of the transverse 
momentum (via y) for fixed £ and, on the right, as a function of the energy (via £) for fixed 
transverse momentum. 



^> A EQ » Qq/Aqcd is not strictly equivalent to Q — > Aqcd (limiting spectrum). 
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01 2345601 23456 

y I 

Fig. 12 : spectrum D(£, y) of emitted partons 
as functions of transverse momentum (left) and energy (right) 



Fig. 13 shows enlargements of Fig. 12 for small values of y and i respectively; they ease 
the understanding of the curves for the derivatives of the spectrum presented in subsection 
[10741 




0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 

y I 



Fig. 13 : spectrum D(£, y ) of emitted partons 
as functions of transverse momentum (left) and energy (right) : enlargement of Fig. 12 



A comparison between MLLA and DLA calculations of the spectrum is done in appendix 
110.11.11 



10.7.4 Derivatives of the spectrum 



We evaluate below the derivatives of the spectrum w.r.t. In k± and ln(l/x). 

We make use of the following property for the confluent hypergeometric functions $ [fT8l : 

^(A+l,B + 2,u(£ + y)) = ^ (A + 1, B + 2,u (£ + y)) 

= w A±l$(A + 2, J B + 3,^(£ + 2 /)).(10.7.10) 
Id + z 



158 



• We first determine the derivative w.r.t. I = ln(l/x). Differentiating (110.7.61) w.r.t. I, and 
expanding (110.7.10b . one gets@ M 



dl 



71 



— (1 + 2e a sinh a) T B + \e a T B +i 

+ y P 



(10.7.11) 



k 



Differentiating w.r.t. y = In — i 1 yields 

Qo 



1 /-i i o a ■ v. n T , 1 a T 2 sinh a 
- — (1 + 2e sinh a) .Fb + -je F B +i jj- ^s-i 



In Fig. 14, Fig. 15, Fig. 16 and Fig. 17 below, we draw the curves for 



^ as a function of y, for different values of i fixed 



(10.7.12) 



dy 

dD g (£,y) 
dy 

dD g (£,y) 
di 

dD g (£,y) 
d£ 



as a function of £, for different values of y fixed ; 
as a function of £ for different values of y fixed ; 
as a function of y for different values of £ fixed. 



In each case the right figure is an enlargement, close to the origin of axes, of the left figure. 




Fig. 14 



. dD g (e,y) 
dy 



as a function of y for different values of£ 



10 



( 110.7.1 11 ) and ( 110.7. 121 ) have also been checked by numerically differentiating ( 110.7.81 ). 
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That C ^ >g ^' ^ goes to infinity when y — > is in agreement with the analytic behavior in 

ay 

\n(£/y) of this derivative. 
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10.8 LEADING CONTRIBUTIONS TO x^^x^ 0, E, O ) 
AT SMALL X! 

Using (110.4.121) . the leading terms of x 1 F^ 1 (x 1 , 0, E, O ) (110.4.61) calculated at small x x 
read 



c F „\ <c>° ^ 

At 

(10.8.1) 



v c 



The leading < C >° and < C >° in (110.4.141) for a quark and a gluon jet are given respecti- 
vely by (see [1], chapt. 90) 



<C>° q = <C >00 - Cl (N c -C F ) 



\n(EQ/A QCD ) \ 
In (E(?) /A QCD )J 

Y e + A x (c3/4Arc/3) 



(c 3 /4N c /3) 



<C >00 -ci (iV c - CV) ( 77^^ ) > (10-8-2) 

©o + A 



<C>° = < C >oo +c 2 (N c - C F ) 



\n(Ee/A QCD ) \ 
\n(EQ /A QCD )J 
Y e J r \\ ( c 3 /^c/?) 



(c 3 /4N c p) 



<C >OQ +c 2 (N c - C F ) { ) , (10-8.3) 



with 



< C >oo = CiA^ c + c 2 Cp, 

ci = - — , c 2 = l-ci = _^L, C3 = -C F + -n/; (10.8.4) 
3 C3 d C3 3 3 

in the r.h.s of (110.8.21) (110.8.31) we have used the definitions (110.2.61) (110.2.71) . < C >oo 
corresponds to the limit E — > 00, — > 0. 
In practice, we take in this work 

Qo « A QCD <£> A « 0, (10.8.5) 

which ensures in particular the consistency with the analytical calculation of the MLLA 
spectrum (appendix 1 10.71) , which can only be explicitly achieved in this limit. 



"The coefficient (3, omitted in the exponents of eqs. (9.12a), (9.12b), (9.12c) of [ 1| has been restored here. 
The factor 4N C is due to our normalization (see the beginning of section [To!2l . 
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10.9 CALCULATION OF S < C > g and S < C > a OF 



SECTION 10.4 



10.9.1 Explicit expressions for < u >^ o and S < u >^ o defined in (110.4.81) 



The expressions (110.4.81) for < u >4 and 5 < u >^ o are conveniently obtained from the 
Mellin-transformed DGLAP fragmentation functions [QQ| 

£>(j,0= / d«« J ' _1 I>(«,0 5 (10.9.1) 
./o 

which, if one deals with D^(u, r 2 , s 2 ), depends in reality on the difference £(r 2 ) — £(s 2 ) : 



^ 2 4vr ' sv 7 sv 7 4A C /? ^m( S 2 /A 2 QCD ) 

One has accordingly 

< « >i= <(2,e(^e ) -e(^e)), 5< u >i= Iv^u&EQo) -am) 

aj 0=2 

(10.9.3) 

The DGLAP functions T>(j,£) are expressed [Q]| in terms of the anomalous dimensions 

Vp(j), Ua(j) and v±(j), the j dependence of which is in particular known. 

For the sake of completeness, we give below the expressions for the < u >'s and 8 < u >'s. 

<„>. = i./7MV .iU^ + AX-S 



25 \ V F© + A J \Y e + X 



SO \ _50 



< M >* = 1/25 I 16 +9 W 00 



Ye + XJ \Y Q + \ 



50 \ .50 



25 V V Y + A J \Y + X 



< u > s Q ea = -1/25 -9 "° x -16 + 25 



. 50 , , o/o\ , . 50 

r e + AA- 1C , OK /Ye„ + A\ 2/9 \ ( *e + A 



y e + A/ v y e + a ; \y s + x 



Kl 



Y Qn + X 



Y e + X 



in 

81 



/„^a, 1/qe f q / jeo + A \ 81 \ / le + A 

<M> « +<M> = 1/25 ( 9 (^TX) + 16 [YeTX 
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5 < u > q g 



337500 



+6804 tt s 



+21600 In 



-17400 In 




6804 + 



it 2 + 109525 In 



Y e + X, 



Yep + y 
Ye + X 



60 
81 



5 < u > 9 g 



337500 



-86400 In 



+38400 In 



-11664 



*e„ + A 
Ye + X 



Y Qn + X\ ( Y Qn + X 



■00 

.Ye + X 
' Y eo + X 
Ye + X 



+ 11664 - 31104 7r 2 - 
'Y Qo + X 



+ 17400 In 



Y e + X 



-e ( , 

Y& + X 
Ye, + X 
Ye + X 

109525 In 



7T 



+ 31104 7T 2 



50 
81 



7T 



Ye + A 
Yq + X 



Y @Q + X 
Ye + X 



50 
81 



Ye + A 
Y& + X 



50 
81 



5 < u > g q 



759375 
+6804 7r 2 - 48600 In 

+21600 In 

-17400 In 




5 < u > s q ea 



34992 7T 2 




-24300 In 



+ 13122 - 34992 tt 2 + 219050 In 



-265625 In 



+37500 In 



>e + A 



*e„ + A 
Ye + X 



- 34800 In 




Yep + A 
Y& + X 



50 
81 



7T 
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5 < u > 



val 



243 



(-85 + 12 vr 2 ) In 



Y Qn + A\ /Yen + A 



e 



r e 



:i2 
81 



5 < U > 



val 



-5 <u > s q ea -- 



-54675 In 



+24300 In 



-219050 In 




52 
si 



(10.9.4) 



When — > 9 , all S < u >'s vanish, ensuring that the limits £(EO ) - £(EO) ^ of the 
(< C >° A +5< C >a )' s are the same as the ones of the < C >a's. 



10.9.2 S < C > a and S < C > ( 



They are given in (110.4. 15b , and one uses (110.4.121 ) such that only ipg/j (see (110.4.91 )) appears. 
Their full analytical expressions for the S < C >'s are too complicated to be easily written 
and manipulated. 

Using the formulae of 110.9.11 one gets the approximate results 

<)<(' > q * | 1. 167(3 - 1. 167(i 1 Ye ° + X ) 81 -3.2510 In' ^ 4 A 



Yq + XJ \Y e + X 



(10.9.5) 



and 



-50 

<)< C > g % ! -2.189 s , 2.189 s ( "Tf + A ] 81 - 3.2510 In ' Y&0 + A 



Y e + A J \Y e + X 



(10.9.6) 

The logarithmic derivative ipg^^i, yx) (110.4.91) of the MLLA spectrum D g (li, yi) is obtai- 
ned from (I10.7.8D of appendix [TUTTl 
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10.10 AT LEP AND TEVATRON 



At LEP energy, the working conditions correspond to Yq ^ 5.2 ; they are not very different 
at the Tevatron where Yq « 5.6. We first present the curves for LEP, then, after the discus- 
sion concerning the size of the corrections and the domain of validity of our calculations, we 
give our predictions for the Tevatron. 



10.10.1 The average color current 




Fig. 18 < C >\ Q and < C >° Aq +5 < C > a far quark and gluon jets, as functions ofy, 
far Y"e — 5.2, 1 — 1.5 on the left and t = 2.5 on the right. 

Owing to the size of the (MLLA) corrections to the < C >'s and their y derivatives, we will 
keep to the lower bound t\ > 2.5. 

d 2 N 

10.10.2 for a gluon jet 

dl\ d In k± 



We plot below d£l d ]^ k for the two values t = 1.5 and £ = 2.5. 




19 ■' d£idhikj_ f or a S^ uon J et affixed t\, MLLA and naive approach. 

The excessive size of the 5 < C > corrections emphasized in subsection 1 10. 10. ll translates 
here into the loss of the positivity for Mi d ^ k± at £ — 1.5 for y < 1 : our approximation is 
clearly not tru stable there. 
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10.10.3 



d 2 N 



d£i d In k± 



for a quark jet 



We consider the same two values of £ as above. 



1.5 
1 

0.5 



-0.5 



Y ra . = 5.2 



naive case, 1 = 1.5 
registration cone O, 1 = 1.5 




1 1.5 2 2.5 3 3.5 

y 



1.5 - 



0.5 - 



Y n „ = 5.2 




naive case, I = 2.5 
registration cone 0, I = 2.5 



0.5 



1.5 



Fig. 20 : 



d 2 N 



l x dink 



-for a quark jet at fixed l\, MLLA and naive approach. 



Like for the gluon jet, we encounter positivity problems at t = 1.5 for y < 1.25. 



2.5 



10.10.4 



dN 



d In k± 



for a gluon jet 



We plot below d ^ k for a gluon jet obtained by the "naive" approach and including the 
jet evolution from 6 to ; on the right is an enlargement which shows how positivity is 
recovered when MLLA corrections are included. 



Y«„ = 5.2 



Y B .. = 5.2 




Fig. 21 : d ~ f k for a gluon jet, MLLA and naive approach. 



10.10.5 



dN 



d\nk 



for a quark jet 



± 



We proceed like for a gluon jet. The curves below show the restoration of positivity by 
MLLA corrections. 
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Fig. 22 : d ^ k for a quark jet, MLLA and naive approach. 

That the upper bound of the i x domain of integration defining d ^ k corresponds to a large 
enough l\ > 2.5 requires that, for LEP, y% should be smaller that 5.2 — 2.5 = 2.7; combined 
with the necessity to stay in the perturbative regime, it yields 1 < y\ < 2.7. 



10.10.6 Discussion and predictions for the Tevatron 

The similar condition at Tevatron isl < y\ < 5.6 — 2.5 = 3.1; like for LEP, it does not 
extend to large values of k±_ because, there, the small x approximation is no longer valid. We 
give below the curves that we predict in this confidence interval. 




1 1.5 2 2.5 3 1 1.5 2 2.5 3 

y y 



Fig. 23 : d ln k ^ for a gluon (left) and a quark (right) jets, MLLA predictions for the Tevatron. 

Since experimental results involve a mixture of gluon and quark jets, the mixing parameter uj 
(subsection II 0.5 .4l) has to be introduced in the comparison with theoretical curves, together 
with the phenomenological factor KL ch normalizing partonic to charge hadrons distributions. 

10.11 COMPARING DLA AND MLLA APPROXIMATIONS 

DLA |[T4ll [fT5l and MLLA approximations are very different [1J ; in particular, the exact 
balance of energy (recoil effects of partons) is not accounted for in DLA. 
We compare DLA and MLLA results for the two distributions of concern in this work. Stu- 
dying first their difference for the spectrum itself eases the rest of the comparison. 
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We choose the two values Yq — 7.5 and Y"e — 15. While the first corresponds to the LHC 
working conditions (see footnote[8]), the second is purely academic since, taking for example 
6 ~ .5 and Q ~ 250 MeV, it corresponds to an energy of 1635 TeV ; it is however 
suitable, as we shall see in subsection llO.l 1.3l to disentangle the effects of coherence and the 
ones of the divergence of a s at low energy in the calculation of the inclusive k± distribution. 

10.11.1 The spectrum 

Fixing a s in DLA at the largest scale of the process, the collision energy, enormously damps 
the corresponding spectrum (it does not take into account the growing of a s accompanying 
parton cascading), which gives an unrealistic aspect to the comparison. 
This is why, as far as the spectra are concerned, we shall compare their MLLA evaluation 
with that obtained from the latter by taking to zero the coefficient a given in (110.7.41) . which 
also entails B = ; J-q{t, y, £) in (110.7.91) becomes I (2^Z(t, y.£). The infinite normaliza- 
tion that occurs in (|10.7.8I) because of T(B = 0) we replace by a constant such that the two 
calculations can be easily compared. This realizes a DLA approximation (no accounting for 
recoil effects) "with running a s ". 

On Fig. 24 below are plotted the spectrum D g (£, y = Yq — £) for gluon jets in the MLLA 
and DLA "with running ct s " approximations. 




1 2345678 02468 10 12 14 16 

ln(1/x) ln(1/x) 



Fig. 24 : the spectrum D g (£, Yq — £)for gluon jets ; 
comparison between MLLA and DLA ("with running a s ") calculations. 

The peak of the MLLA spectrum is seen, as expected, to occur at smaller values of the energy 
than that of DLA. 

10.11.2 Double differential 1-particle inclusive distribution 

The genuine MLLA calculations being already shown on Figs. 3 and 5, Fig. 25 displays, 
on the left, a "modified" MLLA calculation obtained by dividing by a s (k 2 [_) w 2 n p y ( see 
(110.7.31) with A — > 0) ; subtracting in the MLLA calculations the dependence on kj_ due to 
the running of a s {k 2 1 _) allows a better comparison with DLA (with fixed a s ) by getting rid of 
the divergence when k± — > Q . 

On the right are plotted the DLA results for gluon jets, in which a s has been fixed at the 
collision energy (it is thus very small). Since their normalizations are now different, only 
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the shapes of the two types of curves must be compared ; we indeed observe that the DLA 



growing of 



d 2 N 



dii d In fcj 



with k± (or y{) also occurs in the "modified" MLLA curves. 



16 
14 
12 
10 



Y 0„ = 75 

(1/a s (y))(d 2 N/dldy) MLLA G 
(1/a s (y))(d 2 N/dldy) MLLA G 
(1/a s (y))(d 2 N/dldy) MLLA G 
(1/a s (y))(d 2 N/dldy) MLLA G 



= 2.5 
= 3.0 
= 3.5 
= 4.0 




Y« =7.5 

d 2 N/(dldln©) DLA G 

d 2 N/(dldlnO) DLA G 

d 2 N/(dldln0) DLA G 
,« DLA 



2.5 
I = 3.0 
I = 3.5 




Fig. 25 : comparison between MLLA (after dividing by a s (k\), on the left) 



and DLA calculation with a s fixed (on the right) of 



d 2 N 



dy d In k 



■ for gluon jets. 



The DLA distribution for quark jets is obtained from that of gluon jets by multiplication by 
the factor Cf/N c ; it it thus also a growing function of y\. 

The MLLA distribution for quark jets, which is, unlike that for gluon jets, a decreasing 
function of yi (see Fig. 6), becomes, like the latter, growing, after the dependence on a s (kj_) 
has been factored out : one finds the same behavior as in DLA. 



10.11.3 Inclusive k \ distribution 



On Fig. 26 we have plotted, at Yq = 7.5 : 



the MLLA calculation of 



dN 
d In k i 



divided by a s (k±), such that the divergence due to the 
running of a s has been factored out, leaving unperturbed the damping due to coherence 
effects ; 



the DLA calculation of 



dN 
d In fc i 



with a s fixed at the collision energy. 



Like in ll0.ll.2l because of the division by a s , the two curves are not normalized alike, such 
that only their shapes should be compared. 

The comparison of the DLA curve (at fixed a s ) with the genuine MLLA calculation dis- 
played in Fig. 7 (left) shows how different are the outputs of the two approximations ; while 
at large k± they are both decreasing, at small k± the running of a s makes the sole MLLA 
distribution diverge when k± — > Q (non-perturbative domain). 
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Fig. 26 : Yq = 7.5 : comparing MLLA and DLA calculations of d f^ k± (see also Fig. 7) ; 
from left to right : — j^rrMLLA and DLA (a s fixed). 



In the extremely high domain of energy Yq = 15 used for Fig. 27, the two competing 
phenomena occurring at small y\ can then be neatly distinguished. 

The first plot, showing MLLA results, cleanly separates coherence effects from the running 
of a s ; in the second figure we have plotted the MLLA calculation divided by a s (k\) : dam- 
ping at small yi due to coherence effects appears now unspoiled ; finally, DLA calculations 
clearly exhibit, too, the damping due to coherence . 

The large difference of magnitude observed between the first (genuine MLLA) and the last 
(DLA) plots occurs because DLA calculations have been performed with a s fixed at the very 
high collision energy. 

Like in 110. 1 1 .21 because of the division by a s , the second curve is not normalized like the 
two others, such that only its shape should be compared with theirs. 




2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12 14 

y y 



12 The DLA points corresponding to y\ = can be analytically determined to be 4N c /n,f (gluon jet) and 
4Cp jrij (quark jet) ; they are independent of the energy Yq . 



170 




2 4 6 8 10 12 14 16 

y 



Fig. 27 : Yq = 15 : comparing MLLA and DLA calculations of -r 
from left to right : MLLA, — j^rrMLLA and DLA (a s fixed). 



171 



Figure captions 



Fig. 1 : the process under consideration : two hadrons hi and h 2 inside one jet ; 

Fig. 2 : < C > Aq and < C >° Ao +5 < C > Ao for quark and gluon jets, as functions of y, for 
y 0o = 7.5, £ = 2.5 and £ = 3.5 ; 

Fi §- 3 : M fd\n kl _ for a g^on jet, Y 0O = 7.5 and Y 0Q = 10 ; 

Fig. 4 : at fixed i x for a gluon jet, comparison between MLLA and the naive ap- 

proach ; 

Fig. 5 : dei d2 d ^ lk± for a quark jet, Y Bo = 7.5 and Y 0O = 10 ; 

Fig- ^ : di^^fc at fixed t\ for a quark jet, comparison between MLLA and the naive ap- 
proach ; 

Fig. 7 : inclusive k± distribution d ^ k for a gluon jet, Yq = 7.5 and Y"e — 10, MLLA and 
naive approach, both for £ min = ; 

Fig. 8 : enlargements of Fig. 6 at large k± ; 

Fig. 9 : inclusive k± distribution d ^ k for a quark jet, Yq = 7.5 and Y"e — 10, MLLA and 
naive approach, both for £ min = ; 

Fig. 10 : enlargements of Fig. 8 at large k± ; 

Fig. 1 1 : role of the upper limit of integration over x\ in the inclusive k± distribution d ^ k 
for gluon (left) and quark (right) jet ; 

Fig. 12 : spectrum D g (£,y) of emitted partons as functions of transverse momentum (left) 
and energy (right) ; 



Fig. 13 
Fig. 14 

Fig. 15 

Fig. 16 

Fig. 17 
Fig. 18 



enlargements of Fig. 1 1 close to the origin ; 

dD< dy as a f unc ti° n of y for different values of £ ; 



dD "*r^ as a function of £ for different values of y ; 
as a function of £ for different values of y ; 



dy 
dD a (e,y) 



dD s (£,y) 



as a function of y for different values of £ ; 

< C >° A and < C >° A +5 < C >a for quark and gluon jets, as functions of y, 
for Y @0 = 5.2, £ = 1.5 and £ = 2.5 ; 

Fig. 19 : M f d ^ k± for a gluon jet for Yq = 5.2 at fixed £ x , MLLA and naive approach ; 
Fig. 20 : dil d d ^ lk± for a quark jet for Yq = 5.2 at fixed £±, MLLA and naive approach ; 
Fig. 21 : d ^ k for a gluon jet for F 0O = 5.2, MLLA and naive approach ; 

dN 



Fig. 22 : jf^- for a quark jet for Y @H = 5.2, MLLA and naive approach ; 

Fig. 23 : d ^ k for a gluon and a quark jets, MLLA predictions for the Tevatron. 

Fig. 24 : the spectrum D g (£, Yq — £) for gluon jets ; comparison between MLLA and DLA 
("with running a") calculations ; 

Fig. 25 : comparison between MLLA (after dividing by a s (kj_), on the left) and DLA calcu- 
lation with a s fixed (on the right) of dy d dl ^ k± for gluon jets ; 

Fig. 26 : Y Bo = 7.5 : comparing MLLA and DLA calculations of d ^ k (see also Fig. 6) ; 
from left to right : ^. MLLA and DLA (a s fixed) ; 

OL s \ ) 

172 



Fig. 27 : Yq = 15 : comparing MLLA and DLA calculations of d f^ k ; from left to right : 
MLLA, — tWtMLLA and DLA (a s fixed). 
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Chapitre 11 

Two-particle correlations inside one jet at 
"Modified Leading Logarithmic 
Approximation" of Quantum 
Chromodynamics ; 
I : Exact solution of the evolution 
equations at small x 
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11.1 INTRODUCTION 



Perturbative QCD (pQCD) successfully predicts inclusive energy spectra of particles in jets. 
To this end it was enough to make one step beyond the leading "Double Logarithmic Ap- 
proximation" (DLA) which is known to overestimate soft gluon multiplication, and to des- 
cribe parton cascades with account of first sub-leading single logarithmic (SL) effects. Es- 
sential SL corrections to DLA arise from : 

* the running coupling a s (k 2 A _) ; 

* decays of a parton into two with comparable energies, z ~ 1 (the so called "hard correc- 
tions", taken care of by employing exact DGLAP [1J splitting functions) ; 

* kinematical regions of successive parton decay angles of the same order of magnitude, 
0i + i ~ ©i. The solution to the latter problem turned out to be extremely simple namely, 
the replacement of the strong angular ordering (AO), 6 i+ i <C 6j, imposed by gluon cohe- 
rence in DLA , by the exact AO condition i+ i < 0j (see and references therein). The 
corresponding approximation is known as MLLA (Modified Leading Logarithm Approxi- 
mation) and embodies the next-to-leading correction, of order 7q, to the parton evolution 
"Hamiltonian", 70 oc y/al being the DLA multiplicity anomalous dimension 0. 

So doing, single inclusive charged hadron spectra (dominated by pions) were found to be 
mathematically similar to that of the MLLA parton spectrum, with an overall proportionality 
coefficient K, ch normalizing partonic distributions to the ones of charged hadrons ; K, ch de- 
pends neither on the jet hardness nor on the particle energy. This finding was interpreted as 
an experimental confirmation of the Local Parton-Hadron Duality hypothesis (LPHD) (for 
a review see SHI and references therein). However, in the ratio of two particle distribution 
and the product of two single particle distributions that determine the correlation, this non- 
perturbative parameter cancels. Therefore, one expects this observable to provide a more 
stringent test of parton dynamics. At the same time, it constitutes much harder a problem for 
the naive perturbative QCD (pQCD) approach. 

The correlation between two soft gluons was tackled in DLA in [5 ]. The first realistic predic- 
tion with account of next-to-leading (SL) effects was derived by Fong and Webber in 1990 
10. They obtained the expression for the two particle correlator in the kinematical region 
where both particles were close in energy to the maximum ("hump") of the single inclusive 
distribution. In this pQCD result was compared with the OPAL e + e~ annihilation data 
at the Z° peak : the analytical calculations were found to have largely overestimated the 
measured correlations. 

In this paper we use the formalism of jet generating functionals [8] to derive the MLLA 
evolution equations for particle correlators (two particle inclusive distributions). We then use 
the soft approximation for the energies of the two particle by neglecting terms proportional 
to powers of xi, x 2 <C 1 (x is the fraction of the jet energy carried away by the corresponding 
particle). Thus simplified, the evolution equations can be solved iteratively and their solutions 
are given explicitly in terms of logarithmic derivatives of single particle distributions. 
This allows us to achieve two goals. First, we generalize the Fong-Webber result by exten- 
ding its domain of application to the full kinematical range of soft particle energies. Secondly, 
by doing this, we follow the same logic as was applied in describing inclusive spectra na- 
mely, treating exactly approximate evolution equations. Strictly speaking, such a solution, 
when formally expanded, inevitably bears sub-sub-leading terms that exceed the accuracy 
with which the equations themselves were derived. This logic, however, was proved success- 
ful in the case of single inclusive spectra O, which demonstrated that MLLA equations, 
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though approximate, fully take into account essential physical ingredients of parton casca- 
ding : energy conservation, coherence, running coupling constant. Applying the same logic 
to double inclusive distributions should help to elucidate the problem of particle correlations 
in QCD jets. 

The paper is organized as follows. 

• in section [TL21 we recall the formalism of jet generating functionals and their evolution 
equations ; we specialize first to inclusive energy spectrum, and then to 2-particle correla- 
tions ; 

• in section 1 1 1 .31 we solve exactly the evolution equations in the low energy (small x) 
limit ; how various corrections are estimated and controlled is specially emphasized ; 

• section II 1.41 is dedicated to correlations in a gluon jet ; the equation to be solved itera- 
tively is exhibited, and an estimate of the order of magnitudes of various contributions is 
given ; 

• section 111.51 is dedicated to correlations in a quark jet, and follows the same lines as 
section [Tl.4l : 

• in section II 1.61 we give all numerical results, for LEP-I, Tevatron and LHC. They are 
commented, compared with Fong-Webber for OPAL, but all detailed numerical investiga- 
tions concerning the size of various corrections is postponed, for the sake of clarity, to ap- 
pendix Q7J2I; 

• a conclusion summarizes this work. 

Six appendices provide all necessary theoretical demonstrations and numerical investiga- 
tions. 

• in appendix lll.8l and lll.9l we derive the exact solution of the evolution equations for the 
gluon and quark jet correlators ; 

• appendix II 1 . 1 01 is a technical complement to subsection ll 1.4.21 : 

• in appendix 111.111 we demonstrate the exact solution of the MLLA evolution equation 
for the inclusive spectrum and give analytic expressions for its derivatives ; 

• appendix II 1.121 is dedicated to a numerical analysis of all corrections that occur in the 
iterative solutions of the evolution equations ; 

• in appendix II 1.131 we perform a comparison between DLA and MLLA correlators. 



11.2 EVOLUTION EQUATIONS FOR JET GENERATING 
FUNCTIONALS 

Consider (see Fig. 111.11) a jet generated by a parton of type A (quark or gluon) with 4- 
momentump = (p = E,p). 

A generating functional Z(E, 6; {«}) can be constructed [8J that describes the azimuth ave- 
raged parton content of a jet of energy E with a given opening half-angle 9 ; by virtue of 
the exact angular ordering (MLLA), it satisfies the following integro-differential evolution 
equation 



183 




(l-z)E 



Fig. 1 1.1 - Two-particle correlations and Angular Ordering 



d 



dlnO 



Z A (p,Q;{u}) = ±Yl f dz ® 

B,C ^° 



7T 



Z B (zp, 6; {u}) Z c ((l - z)p, 6; {u}) - Z A {p, 0; {«})); 

(11.2.1) 



in (II 1.2.11) . z and (1 — z) are the energy-momentum fractions carried away by the two off- 
spring of the A — > BC parton decay described by the standard one loop splitting functions 



&®{z)=C 1 



1 + z 2 
l-z 



Vjjd{z) = C 1 



1 + (!-*) 



T R (z 2 + (1 - z) 2 ) , QfA(z) = 2C A (i-i + -JL- + Z (1- Z )j ,(11.2. 



C A = N c , C F = (N 2 - 1)/2N C , T R = 1/2, 



(11.2.2) 

3) 

(11.2.4) 



where N c is the number of colors ; Z A in the integral in the r.h.s. of (II 1.2.11) accounts for 
1-loop virtual corrections, which exponentiate into Sudakov form factors. 



a s (q 2 ) is the running coupling constant of QCD 



oi s {q 2 



Air 



(11.2.5) 



AN c /3\n 



A 2 

2V QCD 



where Aq C d ~ a few hundred M eV's is the intrinsic scale of QCD, and 

1 /H 



P 



4N C \3 



{-jN c --n f T R ) 



(11.2.6) 
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is the first term in the perturbative expansion of the (3 function, n / the number of light quark 
flavors. 

If the radiated parton with 4-momentum k = (k , k) is emitted with an angle with respect 
to the direction of the jet, one has (k± is the modulus of the transverse trivector k± orthogonal 
to the direction of the jet) k± ~ |fc|0 ~ k Q ~ zEQ when z <C 1 or (1 — z)EQ when z — > 1, 
and a collinear cutoff k± > Q is imposed. 

In (II 1.2.11) the symbol {u} denotes a set of probing functions u a (k) with k the 4-momentum 
of a secondary parton of type a. The jet functional is normalized to the total jet production 
cross section such that 

Z j4 (p,e;«=l) = l; (11.2.7) 

for vanishingly small opening angle it reduces to the probing function of the single initial 
parton 

Z A (p,e^0;{u})=u A (k = p). (11.2.8) 

To obtain exclusive n-particle distributions one takes n variational derivatives of Z A over 
u(ki) with appropriate particle momenta, i = 1 . . . n, and sets u = after wards ; inclusive 
distributions are generated by taking variational derivatives around u = 1 . 



11.2.1 Inclusive particle energy spectrum 

The probability of soft gluon radiation off a color charge (moving in the z direction) has the 
polar angle dependence 



sinOcW _ dsin(0/2) _ d6 
2(1 - cos#) ~ sin(0/2) ~ T' 

therefore, we choose the angular evolution parameter to be 



y = ln 2^^(8/2) dsm(e/2) 
Qo sin(e/2) 

this choice accounts for finite angles 0(1) up to the full opening half-angle = it, at which 

Ye =7r = In— , 
vo 

where 2_E is the center-of-mass annihilation energy of the process e + e~ — > qq. For small 
angles (111.2.91) reduces to 



where EQ is the maximal transverse momentum of a parton inside the jet with opening 
half- angle 0. 

To obtain the inclusive energy distribution of parton a emitted at angles smaller than with 
momentum k a , energy E a = xE in a jet A, i.e. the fragmentation function D%(x, Y), we 
take the variational derivative of (II 1.2.11) over u a (k) and set u = 1 (which also corresponds 
to Z = 1) according to 



185 



xD a A (x,Y) = E a 



5u(k a 



■z A (k,e ; { u }) 



u=l 



(11.2.11) 



where we have chosen the variables x and Y rather than k a and 0. 

Two configurations must be accounted for : B carrying away the fraction z and C the fraction 
(1 — z) of the jet energy, and the symmetric one in which the role of B and C is exchanged. 
Upon functional differentiation they give the same result, which cancels the factor 1/2. The 
system of coupled linear integro-differential equations that comes out is 



A xD<X(x, Y) = jf 1 dz *5(*) f [f D% (f , Y + lnz)- \xD A {x, Y) 



. (11.2.12) 



xD[x) :r ~ 1 p(lnx) 



We will be interested in the region of small x where fragmentation functions behave as 

(11.2.13) 

with p a smooth function of In x. Introducing logarithmic parton densities 

Q = xD%(x,Y), G = xD£(x,Y), (11.2.14) 
respectively for quark and gluon jets, we obtain from (II 1.2.121) 



dy 
dG 



'o 7r 

Gy = -7- — / dz — 

dy Jo 7T 



(Q(l - z) - Q) + G(z) 
(G(z) - zG) + n f *\{z) (2Q(z) - G 



(11.2.15) 



,(11.2.16) 



where, for the sake of clarity, we have suppressed x and Y and only kept the dependence on 
the integration variable z, e.g., 



such that 



G(z) = -D a G l-,Y + lnz). 



G = G(1), Q = Q{1). 



(11.2.17) 



(11.2.18) 



Some comments are in order concerning these equations. 

- We chose to express the derivative with respect to the jet opening angle on the l.h.s.'s of 
equations (II 1.2.151) (II 1.2.161) in terms of 



In — = In — , 

x E n 



(11.2.19) 



Qo Qo 

instead of Y defined in (II 1.2.9I ). The variable y is convenient for imposing the collinear 
cutoff condition k± ~ xE sin 9 > Q since, for small angles, it translates simply into 

y>0; 

- to obtain (II 1.2.151 ) one proceeds as follows. When B is a quark in (II 1.2.121 ) , since A is 
also a quark, one gets two contributions : the real contribution D% =g and the virtual one 

2 U A=q ' 
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- in the virtual contribution, since ^(z) = $^(1 — z), the sum over B cancels the factor 

1/2 ; 

- in the real contribution, when it is a quark, it is associated with Q q q (z) and, when it is a 
gluon, with § 9 {z) ; we use like above the symmetry $^(2) = <& 9 (l — z) to only keep one 
of the two, namely at the price of changing the corresponding D(z) into D(\ — z) ; 

- to obtain (II 1.2.161) . one goes along the following steps ; now A = g and B = q or g ; 

- like before, the subtraction term does not depend on B and is summed over B = q and 
B = g, with the corresponding splitting functions $^ and In the term <E>^, using 
the property ® 9 (z) = § 9 (l - z) allows us to replace \ J dz® 9 (z) = J z$ 9 (z). This 
yields upon functional differentiation the — zG term in (|1 1.2.161) . For B = q,2nj flavors 
(iif flavors of quarks and rif flavors of anti-quarks) yield identical contributions, which, 
owing to the initial factor 1/2 finally yields n/ ; 

- concerning the real terms, § 9 G in (111.2.161) comes directly from <M| D g in (II 1.2.1 2b . 
For B = q, 2nf flavors of quarks and antiquarks contribute equally since at x <C 1 
sea quarks are produced via gluonsd This is why we have multiplied Q(z) by 2nf in 
(111.2.161) . 

Now we recall that both splitting functions & 9 (z) and $^ are singular at z = ; the symmetric 
gluon-gluon splitting & 9 (z) is singular at z = 1 as well. The latter singularity in (II 1.2.161) 
gets regularized by the factor (G(z) — zG) which vanishes at z — ► 1. This regularization can 
be made explicit as follows 

J dz$ 9 g (z) (g{z) - zG^j = J dz$ 9 g {z) (1 - z)G(z) + z(g{z) - C?) 

since & 9 (z) = $^(1 — z), while leaving the first term f dz& 9 (z)(l — z)G(z) unchanged, 
we can rewrite the second 

J dz$ 9 g (z)z(G(z) - G^ = J dz$ 9 g {z){l - z)(g{1 - z) -G?), 

such that, re-summing the two, (1 — z) gets factorized and one gets 

J dz<5> 9 g (z) (G(z)- zG^j = J dz$ 9 g (z)(l - z) G(z) + (g(1 - z) - g) . (11.2.20) 

Terms proportional to G(z) on r.h.s.'s of equations (111.2.151) (111.2.161) remain singular at 
z — ► and produce enhanced contributions due to the logarithmic integration over the region 

x < z < 1. 

Before discussing the MLLA evolution equations following from (|1 1.2.151) and (II 1.2.161) . let 
us derive similar equation for two particle correlations inside one jet. 



11.2.2 Two parton correlations 

We study correlation between two particles with fixed energies X\ = Ui/E, x 2 = u) 2 /E 
(xi > x 2 ) emitted at arbitrary angles Q 1 and 2 smaller than the jet opening angle 6. If 
these partons are emitted in a cascading process, then 61 > 6 2 by the AO property ; see 
Fig.nU 

3 accompanied by a relatively small fraction O(^fal) of (flavor singlet) sea quark pairs, while the valence 
(non-singlet) quark distributions are suppressed as 0(x). 
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Equations 



Taking the second variational derivative of (|1 1.2.11) with respect to u(ki) and u(k 2 ), one gets 
a system of equations for the two-particle distributions G^ and Q^ 1 in gluon and quark jets, 
respectively : 



dz — mz) 

71 



G^(z)+(q^(1-z)-Q^ +G 1 (z)Q 2 (l-z) + G 2 (z)Q 1 (l-z) 



ai.2.2i) 



71 



G {2 \z)-zG^ 2 A + G 1 (z)G 2 (l-z) 



+ J dz^n f ^ g (z) 



2Q^\z)~G^)+2Q l {z)Q 2 {l-z) 



(11.2.22) 



Like before, the notations have been lightened to a maximum, such that = Q^ 2 '(z = 
1), G^ 2 > = G^ 2 '(z = 1). More details about the variables on which depend are given in 
subsection lll.3.2[ Now using (111.2.151) we construct the y-derivative of the product of single 
inclusive spectra. Symbolically, 



(QlQ2)y = Q2 I dz^ 9 q (x) [(Qx(l -Z)~ Ql) + G l (z) 

+Ql [ dz^ q (x) \{Q 2 (1 -z)- Q 2 ) + G 2 (z) 



(11.2.23) 



Subtracting this expression from (II 1.2.211) we get 



dz — $ 9 Jz) 

71 q 



G^\z) + {q^(1-z)-Q^ 
+ (g 1 (z) - Qx) (q 2 {1 -z)- Q 2 ) + (g 2 {z) - Q 2 ) (q x {1 -z)-Q j 



(11.2.24) 



For the gluon jet, making use of (111.2.161) we analogously obtain from (111.2.221) 

G^{G 2 {l-z)-G^ 
(g (2) - G X G 2 ) 

(11.2.25) 

The combinations on the l.h.s.'s of (II 1.2.241) and (|1 1.2.251) form correlation functions which 
vanish when particles 1 and 2 are produced independently. They represent the combined 
probability of emitting particle 2 with £ 2 ,y 2 , . . . when particle 1 with £i,yi, . . . is emitted, 
too. This way of representing the r.h.s.'s of the equations is convenient for estimating the 
magnitude of the various terms. 



( G <2) - G 1 G 2 ) y = J dz ^ g g (z) (G®(z) - zGW) + (g x {z) 



2{Q^(z)-Q 1 (z)Q 2 {z) 



+ J dz^n f & g (z) 
+ {2Q 1 {z)-G^j(2Q 2 {l-z)-G 2 
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11.3 SOFT PARTICLE APPROXIMATION 



In the standard DGLAP region x = 0(1) (£ = 0(0)), the x dependence of parton distribu- 
tions is fast while scaling violation is small 

**W«.») B<lt = 0(1)[ ^*!, i = „ w . (11 .3.i) 

U G,Q U G,Q 

With x decreasing, the running coupling gets enhanced while the x-dependence slows down 
so that, in the kinematical region of the maximum ("hump") of the inclusive spectrum the 
two logarithmic derivatives become of the same order : 

i>v~$i = Oy^ % V^t^\Y- (H.3.2) 

This allows to significantly simplify the equations for inclusive spectra (II 1.2.151) (II 1.2.161) 
and two particle correlations (II 1.2.241) (|1 1.2.251) for soft particles, ij C 1, which determine 
the bulk of parton multiplicity in jets. We shall estimate various contributions to evolution 
equations in order to single out the leading and first sub-leading terms in ^/oT s to construct 
the MLLA equations. 



11.3.1 MLLA spectrum 



We start by recalling the logic of the MLLA analysis of the inclusive spectrum. In fact 
(II 1.2.151 ) (II 1.2.161 ) are identical to the DGLAP evolution equations but for one detail : the 
shift In z in the variable Y characterizing the evolution of the jet hardness Q. Being the 
consequence of exact angular ordering, this modification is negligible, within leading log 
accuracy in a s Y, for energetic partons when | \nz\ < | mx| = 0(1). For soft particles, 
however, ignoring this effect amounts to corrections of order 0((a s In 2 x) n ) that drastically 
modify the character of the parton yield in time-like jets as compared with space-like deep 
inelastic scattering (DIS) parton distributions. 

The MLLA logic consists of keeping the leading term and the first next-to-leading term in 
the right hand sides of evolution equations (II 1.2.151) (II 1.2.161) . Meanwhile, the combinations 
(o(l - z) -Q) in (111.2.151) and (g(1 - z) - g) in (111.2.201) produce next-to-MLLA 

corrections that can be omitted ; indeed, in the small-x region the parton densities G(x) and 
Q(x) are smooth functions (see 111 .2.131) of \nx and we can estimate, say, G(l — z) — G, 
using (111 .2. 131) . as 

G(l - z) - G = G(^—, Y + ln(l - z)) - G(x, Y) ~ G ln(l - z). 

Since ?pe ~ \/c^ (see 111.4.111) . combined with a s this gives a next-to-MLLA correction 
0(a 3 / 2 ) to the r.h.s. of (|1 1.2.161) . Neglecting these corrections we arrive at 



Qt 



G, 



a 



dz — ® 9 Jz)G(z) 



7T 

dz — 

7T 



m(z)G(z)+n f <S>l(z)[2Q(z)-G 



To evaluate (II 1.3.31) . we rewrite (see (II 1.2.21) ) 



C F ( - + z 

z 



(11.3.3) 
(11.3.4) 
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The singularity in 1/z yields the leading (DLA) term; since G(z) is a smoothly varying 
function of In z (see (111.2.131) (111.2.141) ). the main z dependence of this non-singular part of 
the integrand we only slightly alter by replacing [z — 2)G{z) by (2 — 2)G, which yields 

f 1 a (2 \ C F f 1 dz 21^ 3C F 2N c a s ^ 

Qv = J x dz T C F {-G(z) + (z-2)G) = — - —G(z) - - K —G 

(11.3.5) 

where a s = a s (ln z) in the integral term while in the second, it is just a constant. To get the 
last term in (111.3.51) we used 

1 3 
dz(z-2) = —. (11.3.6) 

To evaluate (111.3.41) we go along similar steps. $^ being a regular function of z, we replace 
2Q(z) - G with 2Q — G; $f (z) also reads (see (111.2.21) ) 

The singularity in 1/(1 — z) disappears, the one in 1/z we leave unchanged, and in the regular 
part we replace G(z) with G. This yields 

°y = J dz< ^ 2C A ^- z G(z) + (l-z)(-2 + z(l-z)^G^ + n f T R (z 2 + {1 - zf^^Q - G 
= 2C A f d -^G{z)-( l ^C A + \n f T^G+\n f T R < ^Q ] (11.3.7) 

J x Z 7T \ 6 3 J 71 3 71 

the comparison of the singular leading (DLA) terms of (II 1.3.51 ) and (II 1.3.71 ) shows that 

q dla < ^Lq^ (1L3 . 8) 

which one uses to replace Q accordingly, in the last (sub-leading) term of (II 1.3.71) (the cor- 
rections would be next-to-MLLA (see ll 1.3. TBI ) and can be neglected). This yields the MLLA 
equation for G where we set C A = N c : 

. L z n Ti 



with 



11 + n f T R A 2C f 



12 3N r V N r J AN, 



11, T 4 „ / 2C 



-N c + -n f T R \ 1 

3 3 s R \ N, 



' F 



n/ = 3 0.935. (11.3.10) 



a parametrizes "hard" corrections to soft gluon multiplication and sub-leading g — > qq split- 
tings 0. 

We define conveniently the integration variables z and ©' satisfying x < z < 1 and xE/Q < 
&' < 60 through 

f = ln- and y' = In (11.3.11) 

x Q 



4 since x«l, the lower bound of integration is set to "0" in the sub-leading pieces of (II 1.3.3b and ( II 1.3.41 ) 
5 The present formula for a differs from (47) in |12| because, there, we defined Tr = ri//2, instead of 
T R = 1/2 here. 

6 the lower bound on 8' follows from the kinematical condition k± sw xEQ' > Qq 
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The condition x < z < 1 is then equivalent to < £' < £ and xE/Q < 0' < is 
< y' < y. Therefore, 



1 dz 

z 



d® 



Qo/xE 



0' 



dy. 



We end up with the following system of integral equations of (II 1.3.51) and (II 1.3.91 ) for the 
spectrum of one particle inside a quark and a gluon jet 



dt f dy'^i' + y') (l - -8{£' - £)) G(£', y') 

IJQ JO \ 4 / 



G(£, y) = S{£) + I d£' J* dy'j 2 {£' + y') (l - a6(£' - £)) G(£', y') 



(11.3.12) 



(11.3.13) 



that we write in terms of the anomalous dimension 



7o = 7o(o; s ) 



2N r a s 



71 



(11.3.14) 



which determines the rate of multiplicity growth with energy. Indeed, using (111.2.51) . (111.2.191) 
and (111.3.141) one gets 



7o 2 (^©') 



1 



1 



/3 m 



zEQ' 



, , , z xEQ' , 
P In - + + A 



/3(£' + y' + X) 



AqcdJ \ x Q 
with A = \n(Q / Aqcd)- In particular, for z = 1 and 0' = one has 

1 1 



7o 2 



(3(£ + y + X) (3(Y + \y 
The DLA relation (II 1.3.81) can be refined to 



+ y = Y. 



(11.3.15) 



Q(e,y) 



C/ 



where 



1 + (a - |) + a(^ 2 + V«)J + O(7o)j y), (11.3.16) 

1 dG{£,y) /a , , _ 1 rf 2 G(£,y) 



y) rf£ 2 



G(£,y) d£ 
Indeed subtracting (II 1.3.131) and (II 1.3.121 ) gives 

Q& y) - ^G(t, y) = %{ a --^j f dy'ilG^ y') ■, 

iterating twice (|1 1.3.131) yields 



(11.3.17) 



dy'llG(£,y') —Gi + aGu + O(t^) = G(£,y) (ipe + a($ + ipei)j + 0(7o) 



which is then plugged in (|11.3.17l) to get (111.3.161) . ipj + ipee can be easily estimated from 
subsection fl 1.4.21 to be 0(7o)- In MLLA, (I11.3.16D reduces to 



V) = [l + (o - !) Ifcft 2/) + 0(tS)] y). 



(11.3.18) 
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11.3.2 MLLA correlation 



We estimate analogously the magnitude of various terms on the r.h.s. of () 1 1 .2.241) and (111.2.251) . 
Terms proportional to Q%(1 — z) — Q 2 and to Q\{\ — z) — Qi in the second line of (II 1.2.241) 
will produce next-to-MLLA corrections that we drop out. In the first line, Q( 2 > (1 — z) — 
(Q^ (z) is also a smooth function of In z) will also produce higher order corrections that we 
neglect. We get 



(QW - Q,Q 2 ) 



dz — § 9 Jz) G {2 \z), 
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(11.3.19) 



where we consider z > X\ > x 2 . In the first line of (II 1.2.251) we drop for identical reasons 
the term proportional to G 2 (l — z) — G 2 , and the term (z) — zG^ 2 ' is regularized in the 
same way as we did for G{z) — zG in (II 1.2.161) . In the second non-singular line, we use the 
smooth behavior of (f> g (z) to neglect the z dependence in all G^ 2 \ Q^ 2 \ G and Q so that it 
factorizes and gives 

(G^-G 1 G 2 ) y = f dz^(l-z)^ g (z)G^(z) 

pi r 

+ dz^ n f $l(z) 2(QM - Q X Q 2 ) - - G X G 2 ) + (2Q 1 - G x ) (2Q 2 - G 2 ) . 
Jo 71 L 

(11.3.20) 

At the same level of approximation, we use the leading order relations 

C f 



Q i = ^G t , Q {2) -QiQ 2 (/ 



( G (2) _ Gi g 2 ) 



N c - - ™ iV c - — (1L3 - 21) 
the last will be proved consistent in the following. This makes the equation for the correlation 
in the gluon jet self contained, we then get 

(G (2) - GxG 2 ) v = dz — {\- z)& g (z) G^\z) 

J XI ^ 

+ f\z^ „,*«(,) (2^ - l) [(G^ - Gl G 2 ) + (2^ - l) Gl G 2 ) . 

(11.3.22) 

Like for the spectra, we isolate the singular terms 2Cf/z and 2Ca/z(1 — z) of the splitting 
functions <p 9 q and 4> 9 g respectively (see d 1 1.2.21) and (II 1.2.3I )). We then write (II 1.3.191 ) and 
(111.3.221) as follows 



(Q {2) - QMy = / dz^2C f 

Jxx * 



\ G m^ z) + \ z ^2)G^ 

z 2 



(11.3.23) 



r 1 r 1 

(G (2) - G 1 G 2 ) y = / dz — 2C A -G^ 2 \z) + (l-z)(-2 + z(l-z))G (2) 

J xi 7C \_Z V / 



+ / dz — rifTfi 

Vn 7T 



C F 

2—y- ~ 1 



(G^~G l G 2 ) + (2^--l)G 1 G 2 
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(11.3.24) 



which already justifies a posteriori the last equation in (II 1.3.211) . One then proceeds with the 
z integration of the polynomials that occur in the non- singular terms (that of (| 1 1 .3 .231) was 
already written in (II 1.3.61) ). For the term oc G^ 2 ' which we factorize by 2Ca, we find (see 
(111.3.101) for the expression of a) in (111.3.241) 



dz 



:i-z) 



2 + z(l 



(1-*)) 



'l-z) 



while in the one oc G\G 2 we have simply 



n f T R f 1 _ 



C A 



Introducing 



2n f T R 



1-2* 



-a. 

(11.3.25) 



1 - 



Cf 

N c 
(11.3.26) 



11 n f T R f 2C F 

12 3A^ r V N r 



4N 



11 



—N r --n f T R [ 1-2^- 



N r 



rif =3 



0.915 (11.3.27) 



allows us to express (|1 1.3.261) with Ca = N c as 

, 2n f T R ( 2C F 
a — b = — 1 



3N C . 



Cf i nt=3 

7Z 01,2 



such that (II 1.3.231) and (|1 1.3.241) can be easily rewritten in the form 



Z 7T 



AN r 



(11.3.28) 



(11.3.29) 



(G^-G l G 2 ) y = [ 



1 dz 2Nr.a, G{2)(z) _ a 2N^s G(2) + {a _ rfj^c^ (1 L330) 



Z 7T 



7T 



7T 



Again, a s = a s (In z) in the leading contribution while in the sub-leading ones it is a constant. 
We now introduce the following convenient variables and notations to rewrite correlation 
evolution equations 



In — = In — 



, 2 = 1,2 



(11.3.31) 



UiO XiEQ xi 
Vi = In -t— = In — — = Y -£i and 77 = In — 

V0 V0 ^2 



h = yi-V2>0. (11.3.32) 



The transverse momentum of parton with energy zE is ~ zEQ\. We conveniently define 
the integration variables z and Q 1 satisfying x\ < z < 1 and 2 < ©i < 6 with 2 > 
(®2)min = Qo/u 2 through 
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then we write 



(11.3.33) 



1 l{zEQ l 



1 

/^m^ + ln^ + ln^ + A 
%i Q x 2 



i 

+ 2/ + 77 + A) ' 

(11.3.34) 



In particular, for z = 1 and ©i = we have 

7o - 



+ 2/2 + ?7 = V. 



?i + 2/2 + ?7 + A) /3(r + A) : 
The condition x x < z < 1 translates into < I < l x , while (6 2 ) m m < ©i < © becomes 
< y < i)2 ■ Therefore, 



1 dz 



d£ and f ~7T~ = [ dy. 



One gets finally the MLLA system of equations of (II 1.3.291) (II 1.3.301) for quark and gluon 
jets correlations 



s~i fix rU'2 

Q {2 \h,y2,v)-Qi(h,yi)Q2(h,y2) 1 ' 



v/ , d yi 2 (£ + y)l--6(£-£ 1 )G^(£,y, V )(n.3.35) 

iv cJo JO L 4 J 



G^(£ 1 ,y 2 ,v) ~ G 1 (e 1 ,y 1 )G 2 {£ 2 ,y 2 )- 



■i rv-2 



o Jo 



dy 1 2 (£ + y)l-aS(£-£ 1 ) G^(£,y,r}) 



U2 



+(a-b) / dy^(e 1 + y)G(£ 1 ,y + r l )G(e 1 + T t ,y). (11.3.36) 



In the last line of (II 1.3.361) we have made used of (II 1.3.321) to write 

G x = G{l x ,y x ) = G(£ 1 ,y 2 + V ), G 2 = G(£ 2 ,y 2 ) = G(£ 1 + V ,y 2 ). 



(11.3.37) 



The first term in (111.3.351) and (II 1.3.361) represents the DLA contribution ; the terms propor- 
tional to 5 functions or to a, b, represent MLLA corrections, a — b appearing in (II 1.3.361 ) and 
defined in (II 1.3.281) is proportional to nf, positive and color suppressed. 



11.4 TWO PARTICLE CORRELATION IN A GLUON JET 
11.4.1 Iterative solution 



Since equation (II 1.3.361) for a gluon jet is self contained, it is our starting point. We define 
the normalized correlator C g by 

G^= Cgit^rj) G X G 2 , (11.4.1) 
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where G\ and G 2 are expressed in (111.3.371) . Substituting (111.4.11) into (111.3.361) one gets 
(see appendix lll.8l) the following expression for the correlator 



e g -i 



1 - 5 1 - b (ip he + W - MD - Wxt + h] 



1 + A + Sx + 



a{xe + [H\)+^ 



(11.4.2) 



which is to be evaluated numerically. We have introduces the following notations and va- 
riables 



^i = mGi, if) lti 
ip 2 = lnG 2 , ip2,e 



dx 

Xi = -77, 



Xy 



1 dG 1 

G[~dT' 

1 dG 2 
~G 2 ~d£' 



. dx. 
dy' 



1 dG x 
G\ dy 

1 dG 2 
G 2 dy ' 



A = 7o 2 [i>l,ei>2,y + 1pl,y1p2,i 



^1 = 7 2 + V>2,v) + XyOl/ + lfaj) 



^2 = 7 (%«%/ + X*i 



(11.4.3) 
(11.4.4) 

(11.4.5) 
(11.4.6) 
(11.4.7) 
(11.4.8) 



As long as C g is changing slowly with £ and y, (II 1.4.21 ) can be solved iteratively. The ex- 
pressions of ip£ and ipy, as well as the numerical analysis of the other quantities are explicitly 
given in appendices 1 1 1 . 1 1 .21 and 1 1 1 . 121 for A = (Q = Aq C d), the so call "limiting spec- 
trum". Consequently, (II 1.4.21) will be computed in the same limit. 



11.4.2 Estimate of magnitude of various contributions 

To estimate the relative role of various terms in (II 1.4.21) we can make use of a simplified 
model for the MLLA spectrum in which one neglects the variation of a s , hence of 7 in 
(111.3.91) . It becomes, after differentiating with respect to £ 

G ly = 1 l{G-aG i ). (11.4.9) 

The solution of this equation is the function for 7q = const (see appendix II l.lOl for details) 

G{£, y) X ~ 1 exp (270^ - a 7o 2 y) ■ (1 1.4.10) 

The subtraction term oc a in (II 1.4.101) accounts for hard corrections (MLLA) that shifts 
the position of the maximum of the single inclusive distribution toward larger values of £ 
(smaller x) and partially guarantees the energy balance during soft gluons cascading (see 
EDS and references therein). The position of the maximum follows from (II 1.4.101 ) 

Y 

£max = 77 1 1 + °7o)- 



195 



From (111.4.101) one gets 



and the function A in (II 1.4.6I) becomes 



(11.4.11) 



A=h/^ + 4 /^)-^C,/P + ^ 



12/2 v yi^2 

2cosh(/i 1 - / u 2 )-a 7 o(e w +e^); #=±ln^. (11.4.12) 



We see that A = 0(1) and depends on the ratio of logarithmic variables i and y. One step 
further is needed before we can estimate the order of magnitude of xe, Xy an d Xiy Indeed, 
the leading contribution to these quantities is obtained by taking the leading (DLA) piece of 
(11 1.4.21) . that is 



DLA , ( . I 

X - In 1 + 



1 + A J ' 



then, it is easy to get 



A* A y 

Xe = ~ n , AVo , TT ) Xy ~ 



;i + A)(2 + A)' Ay (1 + A)(2 + A)' 



we have roughly 



since fj, it £ = fM >y = 0(jq) one gets 

Xl~Xy = 0(7o), Xiy ~ = 0(7o), (11.4.13) 
which entails for the corrections terms #i and <5 2 in (111.4.71 ) (111.4.81) 

Si = O(rf ), 5 2 = 0( To 2 ). (11.4.14) 

The term 5i constitutes a MLLA correction while 5 2 as well as other terms that are displayed 
in square brackets in (11 1.4.21) are of order 7g and are, formally speaking, beyond the MLLA 
accuracy. 



11.4.3 MLLA reduction of (111.4.21) 

Dropping 0{^l) terms , the expression for the correlator would simplify to 

MLLA l-b(lP 1/ + f 2 , i )-5 1 

C g 1 i + A + 5l • ( 11A15 ) 
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11.4.4 C g > in the soft approximation 

C g must obviously be positive. By looking at C g > one determines the region of applicabi- 
lity of our soft approximation. Using (111.4.151) . the condition reads 

2 + A>6(W + ^). (11.4.16) 

For the sake of simplicity, we employ the model (II 1.4. 101) (II 1.4.1 II) (II 1.4.121) . this gives 

2(1 + cosh(/i 1 -/i 2 )) > 7o (a + 6)(e w + e^ 2 ), (11.4.17) 

which translates into 

\ ~ + \ /->7o(a + 6). (11.4.18) 

For Ex, i-i -C Y we can set yx — 2/2 — ^ and, using 7q ~ 1/ /3F 0, we get the condition 

v^> ^-2-1, (11.4.19) 

which is satisfied as soon as E\ > 1 > ^i) ; so, for xi < 0.4, x 2 < X\, the correlation C is 
positive. 

11.4.5 The sign of (C g - 1) 

In the region of relatively hard particles (C g — 1) becomes negative. To find out at which 
value of £ it happens, we use the simplified model and take, for simplicity, E\ = £2 = E±. 
The condition 1 = S 1 + 6(^1/ + 4> 2 ,e), using (lll.2.19l)(lll.3.15D(lll.4.11D and neglecting 5 1 
which vanishes at £ 1 ps £ 2 reads 



' Y — £m M Ab 2 
1 - 670 • 2 A /— = ^ l± = | r , M, = — ~ 4.5. (11.4.20) 

E± 1 + ^ /? 

Thus in the K — > 00 limit the correlation between two equal energy partons in a gluon jet 
turns negative at a fixed value, x > x± ~ exp(4.5) = 1/90. For finite energies this energy is 
essentially larger ; in particular, for Y = 5.2 (which corresponds to LEP-I energy) (II 1.4.201) 
gives £± ~ 2.4 (x± ~ 1/11). 

For the Tevatron, let us for instance take the typical value Y = 6.0, one has £± ~ 2.6 and 
finally, for the LHC we take the typical one, Y = 7.5, one gets the corresponding E± ~ 2.8. 
This is confirmed numerically in Figs. 1 1 1 .21 1 1 1 .71 and l 1 1 .91 

11.5 TWO PARTICLE CORRELATIONS IN A QUARK 
JET 

11.5.1 Iterative solution 

We define the normalized correlator C q by 

Q (2) =C q (£ u 2/2,77) QiQ 2 , (11.5.1) 



7 forn/ = 3, /3 = 0.75 
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where Q\ and Q 2 are expressed like in (111.3.371) for G\ and G 2 . By differentiating (111.3.351) 
with respect to i\ and yi, one gets (see appendix II 1.91) 



C q -1 



C F 9 


1 - 1 (V>M + ^ + L&] 




C F Gi C F G 2 c [ii 


A + 




Cf Gi , 
N c Qi " r 


l- -wiy 





(11.5.2) 

which is used for numerical analysis. Gi/Qi is computed using (II 1.3.161) . The terms 0(jq) 
are the one that can be neglected when staying at MLLA (see ll 1.5l2b . We have introduced, 
in addition to (11 1.4.3M1 1.4.8b , the following notations 



(11.5.3) 
(11.5.4) 
(11.5.5) 



A = 7(T 2 yfl,£<f2,y + f 1^2,1 
8l = % 2 (Tt((pl, y + W2,y) + <r V (<Pl,t + ¥2,l) 



with 



(11.5.6) 



ip k = liaQ k , a = \nC q . 

Accordingly, (11 1.5.2b will be computed for A = 0, the analysis of the previous functions is 
done in appendix 1 1 1.121 



11.5.2 MLLA reduction of ( 11.5.2 ) 



Using (11 1.3.181) . which entails ~ 1- (a- f JV^+^To)* reduces flUMD and 01JL2J) 
respectively to 



C q -1 



ikr 

C F ^9 



1 - a(v v + ^2,1) -Iba- H\ - + &]) 



2 + A-a(^ + Vv) + [|/?7o] 



l-a(V^ + W) -|[x^-/?7o] 



-<Ji- 



2 + A - a(^,/ + fa;) + [|/57 2 ] + 5i + ^2 



As demonstrated in appendix II 1.9.21 A = A + C(7q) and 



0^ + 62) 



C F " 9 



C 9 (5i + 5 2 ); 



such that (11 1.5.7b becomes 



^ c C 9 

L-q J- ~ „ 
Up 



1 - a(V»i,i + ^2,e) -\\xt- fill] ~ <*i - 



2 + A-a(W + ^M + [|/?7o 2 ]] 



(11.5.7) 



(11.5.8) 



(11.5.9) 



(11.5.10) 



Would we neglect, according to (11 1.4.13b(ll 1.4.14b . next to MLLA terms, which amounts to 
dropping all O(7o) corrections, (11 1.5.8b would simply reduce to 



198 



C a -l 



MLLAN C 



c 9 


1 - a(ip lti + ip 2 ,e) 






- A - a(^ he + Vv! 


)+6t 



(11.5.11) 



Furthermore, comparing (II 1.5.101) and (II 1.4.151) and using the magnitude estimates of sub- 
section [TTA2] a U ows to make an expansion in the small 0(7o) corrections Si, ipi/ and ip2,e 
to get 



C a — 1 MLLA 

1 r^j 



C n 



Nc 
C F 
Nc 
C F 



1 + (b - a)(ij; u + ip 2 ,e) 



l + (b-a)(i/h4 + M( c . 



1 + A 

2 + A 



iDLA 



-In 



(11.5.12) 



where we have consistently used the DLA expression C 



DLA 
9 



2 + A 
T+A" 



— b) is given in 

111.3.281) . The deviation of the ratio from the DLA value N c /Cf is proportional to nj, is 
color suppressed and numerical small. 



11.5.3 C q > in the soft approximation 

Since we neglect NMLLA corrections and the running of a s , we can make use of (II 1.5.121) 
in order to derive the positivity constrain for the quark correlator. In the r.h.s. of (II 1.5.121) 
we can indeed neglect the MLLA correction in the square brackets because it is numerically 
small (for instance, for 7 ~ 0.5 it is ~ 10~ 3 ). Therefore, C q changes sign when 



c >i-^: = 5«i 

g ~ N c 9 2' 



(111.4.181 ) gets therefore replaced by 



'* + J£>>* (o + ah) , 



which finally, following the same steps, gives 



- 4o + 26 
2 > ;=— — 2.6. 

5 ^ 



The last inequality is satisfied as soon as t\ > 1.6 (£ 2 > £i). This condition slightly differs 
from that of the gluon correlator in ll 1.4.51 



11.5.4 The sign of (C q - 1) 

From (111.5.111) . C q — 1 changes sign for 



C n 



which gives the condition 



N c C 9 

1 ~ 



C F 2 + A - a(i/) he + fat) 



> 



(11.5.13) 
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1 = a(Vv + ip2,t)- 



This gives a formula identical to (11 1.4.201) with the exchange b — > a ; a being slightly larger 
than 6, we find now a parameter M q = 4a 2 //? ~ 4.66. The corresponding t± at which (C q — 1) 
will change sign is slightly higher than for gluons ; for example at Y = 5.2, £±. ~ 2.5 (x± ~ 
1/12), K = 6.0, 4 ~ 2.7 (ar± ~ 1/13), F = 7.5, 4 ~ 2.9 (x± ~ 1/16). This is confirmed 
numerically in figures [TT31 II 1.8l and ll 1 .101 



11.6 NUMERICAL RESULTS 

In order to lighten the core of the paper, only the main lines and ideas of the calculations, 
and the results, are given here ; the numerical analysis of (MLLA and NMLLA) corrections 
occurring in (II 1.4.21) and (II 1.5.21) is the object of appendix II 1.121 that we summarize in 
sub section 1 1 1 . 6 . 3 1 below. We present our results as functions of (£\ + £ 2 ) and (i\ — £ 2 ). 



11.6.1 The gluon jet correlator 

In order to implement the iterative solution of the first line of (II 1.4.21) . we define 



1 + A + [a^l] 



(11.6.1) 



as the starting point of the procedure. It represent the zeroth order of the iteration for x = 
In C g . The terms proportional to derivatives of x m the numerator and denominator of (II 1.4.21) 
are the objects of the iteration and do not appear in (II 1.6.11) ; the parameter A depends (see 
(II 1.4.61) ) only on the logarithmic derivatives ip£,ip y of the inclusive spectrum G which are 
determined at each step, by the exact solution (II 1.1 1.91) (II 1.1 1.101) for G demonstrated in 
appendix dLUJ The leading piece (DLA) of (111.6.11) 



T g D = A In 



1 + 



1 + A 



is the one that should be used when reducing (111.4.21) to MLLA. We have instead consistently 
kept sub-leading (MLLA and NMLLA) corrections in (II 1.6.11) in order to follow the same 
logic that proved successful for the single inclusive spectrum. 



11.6.2 The quark jet correlator 

We start now from (II 1.5.21) and define, like for gluons 



T 9 = In { 1 + 



C F ^9 


i - f + + ba 




Cp G\ Cp G2 
N c Qi N c Q 2 




A + 




Cf Gi , 
N c Qi "t" 




Cp G2 
N c Q 2 



(11.6.2) 

as the starting point of the iterative procedure, i.e. the zeroth order of the iteration for a = 
\nC g ; it again includes MLLA (and some NMLLA) corrections. Since the iteration concerns 
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C q , the terms proportional to C g and to its derivative xe must be present in (111.6.21) . All other 
functions are determined, like above, by the exact solution of (II 1.1 1.9b and (111.11.1 01) for G. 
We have replaced in the denominator of (II 1.6.2b A with A, which amounts to neglecting 
C(7q) corrections, because the coefficient of 7o~ 2 (A — A) is numerically very small; this 
occurs for two combined reasons : it is proportional to (a — 3/4) which is small, and the 
combination (i/ii/y^e + i>2,t,ii>i, y + i>2,i y i>i,t + i>i,iti>2, y ) that appears in (111.9.10b is very 
small (see Fig. lll.13t . Accordingly, 



~r DLA , 

T q = In 



1 + 



Nr. 



C F 1 + A 

We can use this simplified expression for the MLLA reduction of (II 1.5.2b . 



11.6.3 The role of corrections ; summary of appendix 111.12 



Analysis have been done separately for a gluon and a quark jet ; their conclusions are very 
similar. 

That ipi and ip y , which are C(7o) should not exceed reasonable values (fixed arbitrarily to 1) 
provides an interval of reliability of our calculations ; for example, at LEP-I 



2.5 < £ < 4.5 or 5 < i x 



< 9, Y = 5.2. 



(11.6.3) 



This interval is shifted upwards and gets larger when Y increases. 

T g and T q defined in (II 1.6.1b and (|1 1.6.2b and their derivatives are shown to behave smoothly 
in the confidence interval (II 1.6.3b . 

The roles of all corrections 5i, 5 2 , A for a gluon jet, <5i, 5 2 , A for a quark jet, have been 
investigated individually. They stay under control in (II 1.6.3b . While, in its center, their rela- 
tive values coincide with what is expected from subsection ll 1.4.21 NMLLA corrections can 
become larger than MLLA close to the bounds ; this could make our approximations ques- 
tionable. Two cases may occur which depend on NMLLA corrections not included in the 
present frame of calculation ; either they largely cancel with the included ones and the sum 
of all NMLLA corrections is (much) smaller than those of MLLA : then pQCD is trustable 
at Y = 5.2 ; or they do not, the confidence in our results at this energy is weak, despite the 
fast convergence of the iterative procedure which occurs thanks to the "accidental" observed 
cancellation between MLLA and those of NMLLA which are included. The steepest descent 
method IfTOllfTTTl . in which a better control is obtained of MLLA corrections alone, will shed 
some more light on this question. The global role of all corrections in the iterative process 
does not exceed 30% for Y = 5.2 (OPAL) at the bounds of (II 1.6.3b ; it is generally much 
smaller, though never negligible. In particular, 5\ + 5 2 + aT for gluons (or 5\ + 5 2 for 
quarks) sum up to 0(1O~ 2 ) at LEP energy scale (they reach their maximum O(10 _1 ) at the 
bound of the interval corresponding to the 30% evoked above). 

The role of corrections decreases when the total energy Y of the jet increases, which makes 
our calculations all the more reliable. 



11.6.4 Results for LEP-I 

In e + e- -> qq collisions at the Z° peak, Q = 91.2 GeV, Y = 5.2, and 7o ~ 0.5. In Fig. fTOI 
we give the results for gluon jets and in Fig. II 1 .3| for quark jets. 
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Y=5.2 



Y=5.2 




Fig. 11.2- C g for the LEP-I (Y = 7.5) inside a gluon jet as function of l x + ^ 2 (left) and of 
li - £ 2 (right) 



o 




Fig. 11.3 - C q for the LEP-I (Y = 7.5) inside a quark jet as function of l x + £ 2 (left) and of 
h - £ 2 (right) 
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Comments 

Near the maximum of the single inclusive distribution (£i pa £ 2 pa ^(1 + 070)) our curves 
are linear functions of (£1 + £ 2 ) an d quadratic functions of (£1 — £ 2 ),'m agreement with the 
Fong- Webber analysis 10. 

(C q — 1) is roughly twice (C 9 — 1) since gluons cascade twice more than quarks pa 2). 
The difference is clearly observed from Fig. Ill .21 and Fig. II 1 .31 (left) near the hump of the 
single inclusive distribution (£1 + £ 2 — 7.6), that is where most of the partonic multiplication 
takes place. 

In both cases, C reaches its largest value for £\ pa £ 2 and steadily increases as a function 
of (£1 + £ 2 ) (Fig. 111.21 left) ; for 4 ^ f 2 > it increases with (£ x + £ 2 ), then flattens off and 
decreases. 

Both C's decrease as \£i — £ 2 \ becomes large (Fig. Ill .21 and II 1.31 right). The quark's tail is 
steeper than the gluon's ; for 5.9 < £\ + £ 2 < 6.1, (C — 1) becomes negative when £ x — £ 2 
increases ; C > 1 as soon as £1, £ 2 > 2.75 (x x , x 2 < 0.06) ; this bounds is close to £ > 2.4 
found in subsection HT43] or £ > 2.5 of (II 1.12.1b . 
One finds the limit 



Lgorq > 1- (11.6.4) 

Actually, one observes on Figs. 1 1 1.2111 1.3l and ll 1.4l that a stronger statement holds. Namely, 
when we take the limit £ 2 — » Y for the softer particle, the correlator goes to 1. This is the 
consequence of QCD coherence. The softer gluon is emitted at larger angles by the total 
color charge of the jet and thus becomes de-correlated with the internal partonic structure of 
the jet. 

The same phenomenon explains the flattening and the decrease of C's at £\ ^ £ 2 . 
An interesting phenomenon is the seemingly continuous increase of C g and C q at large Y for 
(■i ~ ^2 (green curves in figs. II 1.2l and ll 1.3l left). Like we discussed in |fT2j concerning in- 
clusive distributions, here we reach a domain where a perturbative analysis cannot be trusted 
because of the divergence ofa s . Indeed, when (£i + £ 2 ) gets close to its limiting kinematical 
value (2K), D °fh y\ and y 2 get close to 0, such that the corresponding a s {k\ 1 ) and a s {k 21 ) 
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cannot but become out of control. Away from the l\ ~ £2 diagonal, taking £ 2 — > Y (1/2 — > 0), 
we have yi — >■ 77 > and the emission of the harder parton still stays under control. 
The two limitations of our approach already pointed at in [fT2l are found again here : 

* x should be small enough such that our soft approximation stays valid ; 

* no running coupling constant should get too large such that pQCD stays reliable. 



11.6.5 Comparison with the data from LEP-I 

OPAL results are given in terms of 

R(ii,h,Y) = \ + \c q {l x ,l2,Y). 

In Fig. lll.5l we compare our prediction with the OPAL data and the Fong-Webber curves 
(see subsection ll 1.6.61 and [6]). 



11.6.6 Comparing with the Fong-Webber approximation 

The only pQCD analysis of two-particle correlations in jets beyond DLA was performed 
by Fong and Webber in 1990. In [|6l the next-to-leading 0(70) correction, C gorq = 1 + 
tJ~o~ s + • • • , to the normalized two-particle correlator was calculated. This expression was 
derived in the region \£ x — £ 2 \/Y <^ 1, that is when the energies of the registered particles 
are close to each other (and to the maximum of the inclusive distribution ElHl lfTBl ). In this 
approximation the correlation function is quadratic in (£1 — £ 2 ) and increases linearly with 
[£\ + £2), see (II 1.6.61) . For example, if one replaces the expression of the single inclusive 
distribution distorted gaussian [fT3l (obtained in the region £ « -j(l + 070)) into (II 1.4.151) 
the MLLA result for a gluon jet reads 



C 



Y) « 1 + 



1 _ f 5 & _ 



Y 



7o + O(7o 2 ) 



3 + 9 



Y 



2 1 ■ 7/ - iJ-^r 1 ) 70 + 0(7o) 



Y 



(11.6.5) 



where we have neglected the MLLA correction Si ~ (^1—^2) 



fa's ~ near the hump of the 

single inclusive distribution (£ 1 w £ 2 ~ ^-(1 + 070))- The Fong-Webber answer is obtained 



by expanding (111.6.51) in 70 to get (61 



£(FW) 



Y 



+ 



b a 

3 



Y 



7o + 0(7o 2 )- 

(11.6.6) 



In Fig. II 1.6| we compare, choosing for pedagogical reasons Y = 5.2 and Y = 100, our exact 
solution of the evolution equation with the Fong-Webber predictions JH for two particle 
correlations. The mismatch in both cases is, as seen on (II 1.6.61) . C(7q), and decreases for 
smaller values of the perturbative expansion parameter 70 . In particular, at Y = 100, (7q ~ 
0.01) the exact solution (II 1.4.21) gets close to (II 1.6.61) . This comparison is analogous in the 
case of a quark jet. 

We do not perform in the present work such an expansion but keep instead the ratios (II 1.4.21) 
and (II 1.5.21 ) as exact solutions of the evolution equations. 
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Fig. 11.5 - Correlations R between two particles produced in e + e — > qq compared with 
the OPAL data and the Fong-Webber approximation 
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FIG. 11.6 - Exact C g compared with Fong-Webber's at Y = 5.2 (left) and Y = 100 (right) 



11.6.7 Predictions for Tevatron and LHC 

In hadronic high energy colliders, the nature of the jet (quark or gluon) is not determined, 
and one simply detects outgoing hadrons, which can originate from either type ; one then 
introduces a "mixing" parameter cu, which is to be determined experimentally, such that, the 
expression for two particle correlations can be written as a linear combination of C g and C q 



C™V; h, h, Y) = A(lu; e lt £ 2 , Y) C q {h,l*, Y) + B{u- i u i 2 , Y) C g (£ u £ 2 , Y), (1 1.6.7) 
where 



UJ 


\Q{l x ,Y)Q{t 2 ,Y)- 




[G(£ 1 ,Y)G(£ 2 ,Y)_ 


1+ou 


( Q(h,Y) \] 


T (Q(£ 2 ,Y) \] 



and 



B(co;£ u £ 2 ,Y) 



l + tu 



Q(£uY) 



l + LU 



Q(£2,Y) 
G(£ 2 ,Y) 



G(£ X ,Y) 

We plug in respectively (II 1.4.21) (II 1.5.21) for C g and C q ; the predictions for the latter are given 
in Figs. HO and HU for the Tevatron, Figs . \Th9\ and [TTTTOl for the LHC. 



Comments 

For both Y = 6.0 (Tevatron) and Y = 7.5 (LHC), the global behavior given in II 1.6.41 also 
holds. The interval corresponding to the condition C gorg > 1 is shifted toward larger values 
of £ (smaller x) as compared with the Y = 5.2 case, in agreement with the predictions of 
(111.4.51) and (111.5.41) . Numerically, this is achieved for £ > 2.9 (£ > 3.2) at Y = 6.0 (Y = 
7.5) in a gluon jet at the Tevatron (LHC). For a quark jet, these values become respectively 
£ > 3.1 (£ > 3.3) and one can check that they are close to the approximated ones obtained 
in dl 1.4.5b and (11 1.5.41) . 

One notices that correlations increase as the total energy (Y) increases (LHC > TeV > LEP- 
I). 
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+l 2 < 6.6 


7.4 < 1 


+l 2 < 7.6 


8.4 < 1 


+l 2 <8.5 







Fig. 1 1 .7 - C g for the Tevatron (Y = 6.0) as function of l x + t 2 (left) and of i x - t 2 (right) 
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Fig. 1 1 .8 - C q for the Tevatron (Y = 6.0) as function of i x + £ 2 (left) and of £ x - £ 2 (right) 



Y=7.5 



Y=7.5 




Fig. 1 1 .9 - C g for the LHC (Y = 7.5) inside a gluon jet as function of l x + i 2 (left) and of 
i x - i 2 (right) 
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Y=7.5 



Y=7.5 




Fig. 11.10 -C q for the LHC (Y = 7.5) inside a gluon jet as function of l x + £ 2 (left) and of 
h - h (right) 



11.6.8 Asymptotic behavior of C g or q 

We display in Fig. 111.1 Ti the asymptotic behavior of C g and C q when Y increases. 

y^oc < n(n -l)> g 1 n y^oo < n(n - 1) > g „ . 1 iV c 



C ™ v -i y « 1 + ^ « 1.33, C fl ™ v 7 9 « 1 + ^ = 1.75, 



' 9 <n>l 3 ' ' 9 <n>? " " ' 3C, 



where n is the multiplicity inside one jet. These limits coincide with those of the DLA mul- 
tiplicity correlator [TT4ll ffl~5Tl . It confirms the consistency of our approach. 



11.7 CONCLUSION 

In this paper two particle correlations between soft partons in quark and gluon jets were 
considered. 

Corresponding evolution equations for parton correlators were derived in the next to leading 
approximation of perturbative QCD, known as MLLA, which accounts for QCD coherence 
(angular ordering) on soft gluon multiplication, hard corrections to parton splittings and the 
running coupling effects. 

The MLLA equations for correlators were analyzed and solved iteratively. This allowed us 
to generalize the result previously obtained by Fong and Webber in [0 that was valid in the 
vicinity of the maximum of the single inclusive parton energy distribution ("hump"). 
In particular, we have analyzed the regions of moderately small x above which the correlation 
becomes "negative" (C — 1 < 0). This happens when suppression because of the limitation 
of the phase space takes over the positive correlation due to gluon cascading. 
Also, the correlation vanishes (C — ► 1) when one of the partons becomes very soft (£ = 
In 1/x — > Y = kiEQ/Qo). The reason for that is dynamical rather than kinematical : ra- 
diation of a soft gluon occurs at large angles which makes the radiation coherent and thus 
insensitive to the internal parton structure of the jet ensemble. 

Qualitatively, our MLLA result agrees better with available OPAL data than the Fong- 
Webber prediction. There remains however a significant discrepancy, markedly at very small 
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0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 

(l 1+ l 2 )/Y (l 1+ l 2 )/Y 

FIG. 11.11 - Asymptotic behavior of C g and C q when Y increases 

x. In this region non-perturbative effects are likely to be more pronounced. They may under- 
mine the applicability to particle correlations of the local parton-hadron duality considera- 
tions that were successful in translating parton level predictions to hadronic observations in 
the case of more inclusive single particle energy spectra. 

Forthcoming data from Tevatron as well as future studies at LHC should help to elucidate 
the problem. 

Acknowledgments : It is a great pleasure to thank Yuri Dokshitzer and Bruno Machet for their 
guidance and encouragements. I thank Francois Arleo, Bruno Durin for many discussions 
and Gavin Salam for his expert help in numerical calculations. 
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APPENDIX 



11.8 DERIVATION OF THE GLUON CORRELATOR C 



9 



IN (11.4.2) 



One differentiates — GiG 2 = GiG 2 (C g — l) with respect to t\ and y 2 and use the 
evolution equations (111.3.131) and (111.3.361) . 

By explicit differentiation and using the definitions (refeq :nota4bis)- (ll 1.4.81) one gets 



G 1 G 2 (C 9 -1) 



ty 



G\G 2 



Cg,£y + C gt e(lf)i t y + i) 2 ,y) + Cg,y{iJl,£ + ^2,l) 



+ (Cg - 1) G 1 G 2 (lpl,^2,y + i>2fif)i,v) + GlG 2 ,ly + G 2 Gl /y 

(11.8.1) 



the definitio n (|11.4.3|) of \ entails C g/ = XfC g , C g , y = x y C g , C g/y = C g (xt y + XeXy), such 
that (111.8.11) rewrites 



G {2) - G t G 2 



ty 



■ Cq G\G 2 



(Xiy + XlXy) + Xe(4>l,y + 4>2,y) + Xytyx* + 



+ (Cg - 1) G x G 2 {^ x ^2,y + ^i,y^2,e) + G x G 2 ^ y + G 2 G x ,i y 



(11.8.2) 



By differentiating the evolution equation for the inclusive spectra (111.3.131) with respect to y 
and £ one gets 

G k/y = 70 (l - - Plo))Gk, (H.8.3) 



where one has used the definition (II 1.4.41) (|1 1.4.51) of ip k) £ to replace ^ with G k ip k) £, and 
(111.3.151) to evaluate jffi = -firf. Substituting into (111.8.21) yields 



l.h.s M13.3ty 



7o 2 CiG 2 



lv - (c g - i) ( 2 - a (ipi t g + m + ^y + ^y^ + 2aH ) + C,(tfx + 5 2 ), 

(11.8.4) 



7o 2 



where Si and S 2 are defined in (111.4.71 ) (111.4.81) . 

Differentiating now the r.h.s. of (111.3.361 ) with respect to y 2 and £1, one gets 



h.s. (II 1.3.361) 



ty 



%G X G 2 



C g (l-a (ipij + ip 2;i - /?7g) ) - C g ax£ + (a - b) (^ 1>e + tp 2/ - (3^) . 

(11.8.5) 



Equating the expressions (|1 1.8.41) and (II 1.8.51) for the correlation function we derive 



(C g - 1) (l + A + Si + a ( Xi + H) + 82 



1 - b(^i ;i + ip 2/ - Pjq) - Si - (axi + S 2 ), 

(11.8.6) 



which gives (II 1.4.21) . 
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11.9 DERIVATION OF THE QUARK CORRELATOR C t 



IN (111.5.21) 



11.9.1 Derivation of (I11.5.2D 

The method is the same as in appendix lll.8l : one evaluates now [Q^ — QiQ 2 ] ey = 

i)QiQi 



c„ 



ty 



First, by differentiating the evolution equation (|1 1.3.351) . one gets 



[Q {2) - QiQi] tv = ^7oXGiG 2 (l - + fa + xe- H)); (11.9.1) 



then, one explicitly differentiates 



(C, - l)QiQ 2 



and makes use of 



% Wi - -M k/ - H) 



(11.9.2) 



which comes directly from differentiating the r.h.s of (II 1.3.121) with respect to £ and y ; this 
yields 



[Q (2) - QlQ 2 ] ey = C q Q 1 Q 2 Vl(<P\,y + <f2,y) + &e{Vl,e + <f2j) + ^ly + CTlCTy 



+ {C q - l) 7o 2 ^f \{G 1 Q 2 + Q 1 G 2 ) - \g x Q 2 {^ - hi) ~ \QiG 2 ^ u - hi) 



+ {C q -l)Q 1 Q 2l l 
equating (111.9.11 ) and (111.9.31) gives 



Cg-1 



3 
4 



(11.9.3) 



C F 9 


i-i(i>i,i + i>2,£ + xi- hi) 


G F Gi C F G 2 n (1 ,x\ 


A + 


\-\{^,i-hD 


Cf Gi , 
N c Qi ^ 


l-l^-hl) 


Cf G2 
N c Q 2 



, (H.9.4) 



which leads ( 111.5.2b . 

11.9.2 Expressing A, #i and S 2 in terms of gluon-related quantities 



All the intricacies of (II 1.9.41) lie in A, 5% and 5 2 defined in (II 1.5.51) . which involve the quark 
related quantities a and ip (|1 1.5.61) . In what follows, we will express them in terms of the 
gluon related quantities % and ip «1 1-4.3I)(I1 1.4.4I)(I1 1.4.51) . 



Expression for A 

Differentiating (II 1.3.161) with respect to £ yields 

3 



Qk,l — -Jj-Gk,£ 



1+ [a - - )ipk,£ 



+ ^G k (a-l),<,. ll +0(~ n \): (11.9.5) 



then 



Q 



k.e 



Qk 



9* 



G 



k.e 



1+ (a - -^)ipk,£ 



G k 1 -(a--)^ k/ G- k 
(11.9.6) 
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yields 



fk,e = ipk,t + (a - -^jip k ,ee + C(7o)- 
Differentiating (II 1.3.161) with respect to y yields 



Qk,y — jy Gk,y 



1 + [a — - )ip k4 



and, finally, 



¥k,y = 1pk,y + (a - -^1p k ,£y + ^(Tq)- 

Using (111.9.71) and (111 .9.91) in A given by (111.5.51) gives 

3^ 



A « A 



4 



1pl,£y1p2,e + 1p2,£^l,y + i>2J V i>l,£ + ^l,£^2,y ) 7o 



which shows in particular, that A ps A + C(7q). 



(11.9.7) 



(11.9.8) 



(11.9.9) 



(11.9.10) 



Expression for 5i , 5 2 

dll-5.51) entails C q r/p5i = C q/ {ip^ y + <^ 2 ,J + C ff)1/ (w + ^2,i) ; since and C 9j2/ are 0(7^) 
and considering (II 1.9.91) and (|1 1.9.71) . we can approximate 



(11.9.11) 



which needs evaluating C 9) ^ and C^ ^ in terms of gluonic quantities. Actually, since C q b\ and 
C ? 5 2 occur as MLLA and NMLLA corrections in (II 1.9.41 ), it is enough to take the leading 
(DLA) term of C q to estimate them 



C 



DLA 



1 + 



Nr. 



1 



1 ^ N cf, 

— = 1 H - H 

C F 1 + A C F CV V 1 + A 



(11.9.12) 



differentiating then over £ and y yields 



nDLA 



nDLA 



C F 



Nr. 



1 + A 

A„ 



1 + a) 



Nc n PLA 



nDLA 



2 c 



(11.9.13) 
(11.9.14) 



Substituting (111 .9. 131) . (Ill .9. 141) into (111.9.111) one gets 

0^ = 0^ + 0^1). 



(11.9.15) 



Likewise, calculating "?QC q 5 2 needs evaluating C^ y in terms of gluonic quantities. Using 
(111.9.131) one gets 



C q 8 2 = C g 6 2 + 



(11.9.16) 



Accordingly, C q {8\ + 82) can be replaced by C g (5i + 5 2 ) to get the solution (111.9.41) . This 
approximation is used to get the MLLA solution (II 1.5.1 II) of (II 1.9.41) . 
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11.10 DLA INSPIRED SOLUTION OF THE MLLA EVO- 
LUTION EQUATIONS FOR THE INCLUSIVE SPEC- 
TRUM 

This appendix completes subsection ll 1.4.21 For pedagogical reasons we will estimate the so- 
lution of (111.3.131) when neglecting the running of a s (constant-70) (see EOS] and references 
therein). We perform a Mellin's transformation of G(£, y) 

G ^V) = If ^%e" l e vy Q{u,v). (11.10.1) 

J JC (27TZ) 

The contour C lies to the right of all singularities. In (II 1.3.131 ) one set the lower bounds for £ 
and y to —00 since these integrals are vanishing when one closes the C-contour to the right. 
Using the Mellin's representation for S(£) 

5W= II — 2 e«*e»y\ (11.10.2) 
JJc (2mf v 

one gets 

Q(u,u) = T . (11.10.3) 

Substituting (II 1.10.31 ) into (II 1.10.11) and extracting the pole (v = Jq(1/uj — a)) from the 
denominator of (II 1.10.31 ) one gets rid of the integration over v and obtains the following 
representation d 



G(i,y)= I ^exp L£ + 7 2 (l/^-a)y 
' lixi L . 



C 



(11.10.4) 



finally treating i as a large variable (soft approximation i<Cl) allows us to have an estimate 
of (II 1.10.41) by performing the steepest descent method ; one then has 



G(£, y) 2 V exp (270^ - O7o v) ■ (1 1.10.5) 

However, since we are interested in getting logarithmic derivatives ; in this approximation 
we can drop the normalization factor of (|1 1.10.51) which leads to sub-leading corrections that 
we do not take into account here ; we can use instead 

G(£, y) X ~ exp (270^ - a 7o 2 y) , (1 1.10.6) 

which is (111.4.101) . 



11.11 EXACT SOLUTION OF THE MLLA EVOLUTION 
EQUATION FOR THE INCLUSIVE SPECTRUM 

We solve (II 1.3.131) by performing a Mellin's transformation of the following function (7q , 
(3 and A are defined in (II 1.3.151) . dl 1.2.6m : 

8 by making use of Cauchy's theorem. 
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F(£,y) = 1 2 (£ + y)G(£,y) 



that is, 



dujdv 



Substituting (lll.ll.lt into (111.3.13b we obtain : 

dujdv 



(3(£ + y + X) 



(2m) 



(2m) 
)tain 

2 e ui e uy F(cu,v) 



(11.11.1) 



— a 



dujdv 
(2m) 

dujdv 
(2m) 



e u e vv 



1 T(u,v) 

V iiJV 



T(uJ, v) 



V 



where we have again replaced 5(£) by its Mellin's representation (111 .10.2b . Then using the 
equivalence £ <-> J^, y <-> we integrate the l.h.s. by parts and obtain : 



/9 



dujdv 
(2m) 2 



ouj av 



F(u,v)=P 



dujdv 
(2mf 



dT dT 



duj dv 



We are finally left with the following inhomogeneous differential equation : 



dT dT 



duo dv 

The variables uj and v can be changed conveniently to 



1 T T 
- + a—. 

V UJV V 



(11.11.2) 



UJ + V 



UJ — V 



2 1 2 1 

such that (111.11 .21) is now decoupled and can be easily solved : 



+ 



T 



T 



duj 1 J uj' — v 1 uj' 2 — v 



— a- 



uj' - V 



The solution of the corresponding homogeneous equation, written as a function of uj and v, 
is the following : 



T h (u, v) 



(3 



ds ( uj (v + s) 



V 



V + s 



a/0 



v + s \ (uj + s) v / 

We finally obtain the exact solution of (II 1.3. 131) given by the following Mellin's representa- 
tion : 



(11.11.3) 

(111.11 .3b will be estimated using the steepest descent method in a forthcoming work that 
will treat two particles correlations at Q > Aq C d (A = \n(Q / Aq C d) 7^ 0) IfTOllfTTTl . 
Substituting (111.11 .3b into (| 1 1 .3 .36b one has the Mellin's representation inside a quark jet 

where r ) 2 /ujv = 0(l) and the second term is the MLLA correction Jq/v = O("f ). 
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11.11.1 Limiting Spectrum, A = 

We set A = (that is Q = Aqcd) in (|1 1-1 1-31) and change variables as follows 

lo = uj — u, s + Ljt = u/u, A = A{ui) = — — , B = a/ (3 
to get (£ + y = Y is used as a variable) 

(11.11.4) 

the last integral of (111.11.41) is the representation of the hypergeometric functions of the 
second kind (see ifTolO 

ft- 1 ,-B 

/ du u B - 1 (1 + uY A = — 2 F 1 (A, B; B + 1; -t~ l ) ; 
Jo B 

for 9ft£> > 0, we also have 



where for example 



2 Fi (a, 6; c; x) = V] 

?1=0 V 7n 



, , r (a + n) . 1 . , 1 . 

«= r(a) =o(o + l)...(o + n-l). 



Therefore dll.ll.4h can be rewritten in the form : 

(H.ll.5) 

By making use of the identity [ 17] : 

(1 + r 1 ) 2 F 1 (-A + B + 1, 1; B + 1; -r 1 ) = (j^) 2*1 (A S; B + 1; -r 1 ) , 

we split dl 1.1 1.51) into two integrals. The solution of the second one is given by the hyper- 
geometric function of the first kind ifTTl : 



/•E2+100 J± 

/ ir~. e ° Yt rl 2F1 (-A + B + 1,1;B+ 1; -r 1 ) = 1^1 (-A + S + 1; S + 1; -uY) 

(ll.: 

Taking the derivative of dl 1.1 1.61) over (a>F) we obtain : 



/ — e* Yt 2 F 1 (-A + B + 1,1;B+ 1; -t' 1 ) = - - Fl (-A + B + 1; B + 1; -cuY) 
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where, 



iFi (a; b; x) = $ (a; 6; x) = 



n=0 



(«)n ^ 



We finally make use of the identity HT7B : 



1 F l (-A + B + l;B + 2;-u>Y) 



B + l 
A 

d 



d (-QY) 



^{-A + B + I-B + I'-loY) 
^(-A + B + l-B + l'-uY) 



to get (xF x = $) : 



G (£, Y) 



Y 



f3B(B + l) J e _ ioo 2m 



du 



x-*$(-A + B + l,B + 2,-u>Y); (11.11.7) 



we can rename u — > u> and set Y = i + y, which yields 



G (£, y) 



+ y 



ftB (B + l) 

t + y 

(3B (B + l) 



did 

2tH 

duj 
2tH 



x -»>$ + B + l,B + 2, -u(£ + y)) 



e-"y$(A + l,B + 2,u(t + y)) 



(11.11.8) 



We thus demonstrated that the integral representation (111.11.31) is equivalent to (II 1.1 1.7b in 
the limit A = 0. In this problem all functions are derived using (II 1.1 1.8b . and one fixes the 
value of Y — ln(Q/Q ) (that is fixing the hardness of the process under consideration), 
such that each result is presented as a function of the energy fraction in the logarithmic scale 
i = m(l/x). As demonstrated in $2% lfT2l . the inclusive spectrum can be obtained using 
(111.11.7b and the result is 



G(e,Y) = 2^p-Sl( f"^e- B "F B (T,y,, 

ft \Jo 7T 



(11.11.9) 



1 (Y 

where the integration is performed with respect to r defined by a = - In ( — — 1 ) + ir, 



Fb(tJ,Y) 



( 2£\ -> B/2 
cosh a — ( 1 — — I sinh a 

Y 



ft sinh a 



I B (2^/Z(r,£,Y) 



Y a 
Z(t,£,Y) = - 



ft sinh a 

I B is the modified Bessel function of the first kind 



2£ 

cosh a — [ 1 — — ] sinh a 



(11.11.10) 
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11.11.2 Logarithmic derivatives of the spectrum, A = 

Using the expressions derived in lfT2l and fixing the sum t + y = Y, one gets 



d£ 







71 



y (1 + 2e a sinh a) T B + g^B+x 



(11.11.11) 



and 

d 

dy 







7T 



1 / n ^ 1 n, ^ 2 sinh a 
- (1 + 2e a sinh a) T B + ^e Q ^ +1 — 



2) 



(11.11.1 

Logarithmic derivatives ip£ and ^ y are then constructed according to their definition (II 1.4.41) (II 1.4.51) 
by dividing (111.11.111) and (111.11.121) by the inclusive spectrum (111.11.91) . 
Using the expression of Bessel's series, one gets 
• for t -> ; 



1p£ 
Cl = 



,0 a n /y i 

2«//3+2 /-tt/ 2 



oo, 



n(a + 2(3) Jo 

2 £ 
-a7 + ci- 



dT fcosr) a//3+2 



cos I — r | — tan r sin ( — r 



P 



-ail 



0.4097 > 0, 



(11.11.13) 



for £ -> Y y -> ; 

.-o /y 
~ c 2 — - 1 



0. 



2Q//3+2 /-7T/2 



C2 



^6 



vr(a + 2(3) J 



dr(cosr) a//3+2 



a 



cos — r + tanrsm — r 



/3 



oo. 



0.9218 > 0; 
(11.11.14) 



They are represented in Fig. 1 1 1.121 as functions of £ for two different values of Y (= 5.2, 15). 

11.11.3 Double derivatives 

In the core of this paper we also need the expression for ifj^i 



4>ee = ^G £ 



(11.11.15) 



By differentiating twice (II 1.1 1.81) with respect to £, one gets 



G et (t,y) = j—[G^y)-j— 
£ + y V £ + y 

(e + y)T(B) /,e+i00 



G(£,y) 



pT(B + 3) 



/ — e-^u 2 (A 2 + 3A + 2) $ (A + 3, B + 4; ^ + y)) . 

Je-ioo 2m 

(11.11.16) 

Using the procedure of ITT21 (appendix A. 2) and setting y = Y — £, the result for Gg£ reads 
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Y 



+2 



G a (£,Y) = -lG e (£,Y)--G(£,Y) 



Y 



T{B) f? da 



-(B-2)a 



P Jo V 



Fb+2 + jjy sinh a F B +i + sinh 2 a T B 

(11.11.17) 



Likewise, for 



where 



^yy q^vv (V*!/) 5 



(11.11.18) 



y) = Y G(£,y) + - [G y (£,y) - G^y) 



Y 

l (£ + y)T{B) 
(3 T(B + 2) 



^e~" y - $ (A + 1, B + 3; W (i + y)) , 

(11.11.19) 



one gets 



G yy (£,Y) = T>G(t,Y) + -[G v {t,Y)-Gi(t,Y) 



71 



2(5 + 1) 



sinh a 

Y 2 



1 sinh a 



y 



(11. 



1.20) 



Finally, 



tpe y = ip y e = 7o i 1 - a (Vv - hi)] - V#y 



i>yy an d are drawn in Fig. 111. 13l of appendix II 1.12. II as functions of £ for fixed Y. 
They are all 0(7^). 



11.12 NUMERICAL ANALYSIS OF CORRECTIONS 

In this section, we present plots for the derivatives of ip, and if (see (II 1.4.41) (11 1.4.51) and 
(111.5.61) ). for T and its derivatives (see ( UL6.lMlL6.2b ). for A, S lt 5 2 (see (11 L4.3H11 1.4.81) ) 
and the combination 5 C = 8\ + 5 2 + aTe, 5 C = 5i + 5 2 . 



11.12.1 Gluonjet 

if} and its derivatives 

This subsection is associated with appendices II 1.1 1 .21 and ll 1.1 1.31 . It enables in particular 
to visualize the behaviors of ipe and ip y when i — > or y — > 0, as described in (II 1.1 1.131 ) and 
(II 1.1 1.141 ), and to set the i interval within which our calculation can be trusted. 
In Fig jl 1.121 are drawn tp£ and tp y as functions of £ for two values Y = 5.2 corresponding to 
LEP working conditions, and Y = 15 corresponding to an unrealistic "high energy limit". 
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Y = 5.2 



Y = 15 




1 2 3 4 5 02468 10 12 

l=ln(1/x) l=ln(1/x) 



Fig. 11.12 - Derivatives ipg and ip y as functions of I at fixed Y = 5.2 (left) and Y = 15 
(right) 



Y=5.2 




1 2 3 4 5 

l=ln(1/x) 



FIG. 11.13- Double derivatives ^ y and ip yy as functions of £ at fixed K 
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tpt and (ip y ) being both 0(70), they should not exceed a "reasonable value"; setting this 
value to 1, \ipi\ < 1 and \ij)y\ < 1 set, for Y = 5.2, a confidence interval 



In the high energy limit Y 
HT431 

A(£ 1 ,£ 2 ,Y) 



2.5<£<4.5. (11.12.1) 
15, this interval becomes, 4.5 < £ < 13, in agreement with 



A has been defined in (II 1.4.61) . in which ipi^ and ipi,y are functions of £\ and Y, ip2,e and 
i/j 2 , y are functions of £ 2 and K. 

Studying the limits i — > and £ — ► F of subsection ll 1.1 1.2l : 
- for £x, ^2 — ► y one gets (using the results of ll 1.1 1.2b 



A 



Y 



y-£ 2 



y-4 y- 

— : m — — 



such that 



A 0, 



A 



+00. 



for 



one gets (according to lll.ll.2b : 



A 



"«7o 



a (\ 1\ (.Y-lx . Y- 



(11.12.2) 
(11.12.3) 

-00. (11.12.4) 



In Fig. II 1.141 (left) A is plotted as a function of £\ + £ 2 for three different values of £\ — £ 2 
(0.1, 0.5, 1.0) ; the condition (111.12.1b translates into 



5.0 <£x+£ 2 < 9.0; 



(11.12.5) 



on Fig. II 1.141 (right) the asymptotic limit A — ► 2 for very large Y clearly appears (we have 
taken £1—^2 = 0.1) ; it is actually its DLA value ED ; this is not surprising since, in the 
high energy limit 70 becomes very small and sub-leading corrections (hard corrections and 
running coupling effects) get suppressed. 



T 



T g and its derivatives 



Fig . 1 1 1 . 1 51 exhibits the smooth behavior of exp (T s ) as a function of [£\ + £ 2 ) m me whole 
range of applicability of our approximation (we have chosen the same values of (£± — £ 2 ) as 
for Fig. rr04b . and as a function of (£ l - £ 2 ) for three values of (£ 1 + £ 2 ) (6.0, 7.0, 8.0). So, 
the iterative procedure is safe and corrections stay under control. 

Fig.HTIlldisplays the derivatives of T g . (111.12.61) . (111.12.71) and (111.12.81) have been plotted 
at y = 5.2, for (£ 1 - £ 2 ) = 0.1 (left) and (£ x - £ 2 ) = 1.0 (right). The size and shape of these 
corrections agree with our expectations (T fl ^ = T Sj2/ = 0(7o), Tg,iy — C(7o))- 
For explicit calculations, we have used 



9,i 



T 



(1 + A+a/3 7o 2 ) [2 + A-b (Aj+i>2,e- H)} 2 + A-b (^ 1/ + ^ 2/ -(3^) ' 

[l-b^+^ e -(3j 2 )] (A,-a/3 2 7 4 ) & (^+^+/? 2 7 4 ) 

a + A + a/5 7o 2 ) [2 + A-6(^+^-/57 2 )] 2 + A-b (^,1+^-/3^) ' 

<9T, 



T 



g,y 



d£ 



(11.12.6) 



(11.12.7) 



(11.12.8) 
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3 4 5 6 7 8 9 10 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 



Fig. 11.14-Aasa function of t\ + £ 2 for F = 5.2 (left) and its asymptotic behavior (right, 

e 1 -e 2 = o.i) 




Fig. 1 1 . 15 - exp (T 9 ) as a function of ^ + t 2 (left) and, 4 - £ 2 (right) for F = 5.2 
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Y=5.2 



Y=5.2 




5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 



h + ! 2 h + ! 2 

Fig. 11.16 - T 5/ , T S)2/ and T g ,^ as functions of l x + £ 2 for Y = 5.2, ^ - £ 2 = 0.1 (left) 
and t x -£ 2 = 1.0 (right) 



where 

^y=% 2 [4>l,ey4>2,y + 4>l,e4>2,yy + ^2,eyi>l,y + ^2,l^l,yy] + /?7o A ' (1 1-12.9) 

For the expressions of ipe e,ipe y = ip y e and ip yy , the reader is directed to lll.ll.3l (II 1.12.81) has 
been computed numerically (its analytical expression is too heavy to be easily manipulated). 

Si, S 2 , 8 C 

5i and 5 2 are defined in (II 1.4.31) (II 1.4.81) . We also define 

8 C = 5i + 5 2 + aTt, (11.12.10) 
which appears in the numerator of the first line of (II 1.4.21) . 

Fig. II 1.171 displays the behavior of Si, 5 2 and Si + 5 2 at Y = 5.2 for £\ — £ 2 = 0.1 and 
£i — £ 2 = 1.0. We recall that these curves can only be reasonably trusted in the interval 
(111.12.51) . 

Though \Si\ = O(7o) (MLLA) should be numerically larger than \S 2 \ = C%g) (NMLLA), it 
turns out that for relatively large 70 ~ 0.5 (Y=5.2), \Si\ ~ l^l, and that strong cancellations 
occur in their sum. As 70 decreases (or Y increases) \Si\ ^> \S 2 \, in agreement with the 
perturbative expansion conditions. 

In Fig. ll 1.18l we represent S c for different values of Y ; it shows how the sum of corrections 
(MLLA and NMLLA) stay under control in the confidence interval (|11.12.5I) . For Y = 5.2 
one reaches a regime where it becomes slightly larger than 0.1 away from the region xi ~ x 2 
(see upper curve on the right of Fig. II 1.181) but still, since 1 (which is the leading term in the 
numerator of (II 1.4.21) ) ^> 0.1, our approximation can be trusted. 

The global role of corrections in the iterative procedure 

Fig. II 1.191 shows the role of S c on the correlation function : we represent the bare function 
expT g (see II 1.6.11) as in Fig. [177131 together with (111.4.21) . For (£1 - £ 2 ) = 0.1 (£1 w £ 2 ) 



222 



0<l 1 -l 2 <0.1 



0.9 < I-, -l 2 <1.1 




5 6 7 8 9 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 

h + ! 2 h + ! 2 



Fig. 1 1.17 -5i,5 2 and 5i + 5 2 as functions of t x +l 2 fovi x -£ 2 = 0.1 (left) and l x - £ 2 = 1.0 
(right) 




Fig. 1 1.18 - 5 C as a function of {t x + £ 2 )/Y for 4 -4 = 0.1 (left) and ^ -4 = 1.0 (right) 
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Y=5.2 




4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 




0.9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 

h-l 2 



Y=5.2 




0.4 — ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 




-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2 



l r l 2 



Fig. 11.19 -C g (blue) compared with exp T g (green) 



and (£ 1 — £ 2 ) = 1.0, it is shown how 5 C modifies the shape and size of exp T g . When £\ ^ £ 2 
((£i — £ 2 ) = 1.0), S c decreases the correlations. They are also represented as a function of 
(£\ — £ 2 ) when (£\ + £ 2 ) is fixed ( to 6.0 and 7.0). The increase of 5 C as one goes away from 
the diagonal £ x « £ 2 (see Fig. II 1 . 1 81 for [£\ — i 2 ) = 1.0) explain the difference between the 
green and blue curves ; this substantially modifies the tail of the correlations. 
When Y gets larger, the role of 5 C decreases : at Y = 7.5 (LHC conditions) the difference 
between the two curves becomes negligible. 

11.12.2 Quark jet 

<p and its derivatives 

Fig. 111.201 displays the derivatives cpi and cp y together with those ip^ and ip y for the gluon 
jet, at Y = 5.2. There sizes and shapes are the same since the logarithmic derivatives of the 
single inclusive distributions inside a gluon or a quark jet only depend on their shapes (the 
normalizations cancel in the ratio), which is the same in both cases. The mismatch at small 

l—>0 

£ between (f£ and ip£ stems from the behavior of ipee^ee — ► —00. Therefore, in the interval 
of applicability of the soft approximation (II 1.9.71) and (II 1.9.91) can be approximated by ^ 
and ip y respectively. 
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Y = 5.2 



Y = 5.2 




l=ln(1/x) l=ln(1/x) 

Fig. 11.20 - Derivatives (p 9i e and (f gy as functions of £ at fixed Y = 5.2 (left), compared 

with ip£ and vjj y 



The last statement in ll 1.12.21 numerically supports the approximation (II 1.9.101) . that is 

A^A + O( 7o 2 ). 

We get rid of the heavy 0(jq) factor in (II 1.9.101) to ease our numerical calculations. Hence, 
the behavior of A is already given in Fig. ll 1.141 



Tq and its derivatives 

The smooth behavior of exp T q is displayed in Fig. ll 1.211 as a function of the sum (£i + £ 2 ) 
for fixed (£ x — £ 2 ) and vice versa. The normalization of (exp T q — 1) is roughly twice larger 
(x w 2) than that of (exp T g — 1). We then consider derivatives of this expression to get 
the corresponding iterative corrections shown in Fig. II 1.221 The behavior of T 9 ^(0(7q)), 
T q>y (C?(7o)) and T g ^j,(C?(7o)) * s m g°°d agreement with our expectations as far as the order 
of magnitude and the normalization are concerned (see also Fig. ll 1 . 1 6b Fl. 

<5>i, 8 2 and 8 C 
We define 

5 C = 6x + S 2 

as it appears in both the numerator and denominator of (111.5.21) . In Fig. ll 1.231 are displayed 
Si, 5 2 and their sum 5 C as functions of the sum (£ x + £ 2 ) at fixed {£\— £ 2 ) (£\ — £ 2 = 0.1, left) 
(£i-£ 2 = 1.0, right). 

At Y — 5.2, which corresponds to 7 rs 0.5, the relative magnitude of 5i and 5 2 is inverted 
with respect to what is expected from respectively MLLA and NMLLA corrections (see 

9 it is also important to remark that T q< e, T q< e, T q .e y are x-^fTg,e, ^g,£, ^g,iy ■ 

10 it has been numerically investigated that the expected relative order of magnitude of &i and 5-2 is recovered 
for Y > 8.0 (this value can be eventually reached at LHC). 
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Y=5.2 



Y=5.2 




Fig. 11.21 - exp (T ? ) as a function of l x + £ 2 (left) and, l x - t 2 (right) for Y = 5.2 




Fig. 1 1.22 - Corrections T q ^, T 9>y and T q ^ y as functions of £i + t 2 for £i — £ 2 = 0.1 (left) 
and l\-li = 1.0 (right) at F = 5.2 
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0<l 1 -l 2 <0.1 



0.9 <l, -l 2 <1.1 




subsection |11.4.2|) . This is the only hint that, at this energy, the expansion should be pushed 
to include all NMLLA corrections to be reliable. 

Large cancellations are, like for gluons, seen to occur in 6 C , making the sum of corrections 
quite small. In order to study the behavior of 8 C as Y increases, it is enough to look at 
Fig. II 1.241 where we compare 5 C at Y = 5.2, 6.0, 7.5. 

Global role of corrections in the iterative procedure 

It is displayed in Fig. 1 1 1 .251 5 C does not affect exp T q near the main diagonal (li = £ 2 ), but 
it does far from it. We find the same behavior as in the case of a gluon jet. 

11.13 COMPARING DLA AND MLLA CORRELATIONS 

In Fig. ll 1.26l we compare the quark correlator at DLA and MLLA. The large gap between the 
two curves accounts for the energy balance that is partially restored in MLLA by introducing 
hard corrections in the partonic evolution equations (terms oc a, b and |) ; the DLA curve is 
obtained by setting a, b and | to zero in (111.4.21) and (111.5.21) ; C q is a practically constant 
function of i\ + t 2 in almost the whole range, and decreases when £1 + ^2 — ► 2F by the 
running of a s . The MLLA increase of C q with t\ + i 2 follows from energy conservation. 
Similar results are obtained for C g . 
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Fig. 1 1 .25 - C q (blue) compared with exp T q (green) 
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Y=7.5 



Y=7.5 




-3 -2 -1 1 2 3 6 7 8 9 10 11 12 13 

h " l 2 h + ! 2 



Fig. 1 1.26 - Comparing DLA and MLLA correlations 
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Chapitre 12 

Single inclusive distribution and 
2-particle correlations inside one jet at 
"Modified Leading Logarithmic 
Approximation" of Quantum 
Chromodynamics ; 

II : Steepest descent evaluation at small x 
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Abstract : The MLLA single inclusive distribution inside one high energy (gluon) jet at 
small x is estimated by the steepest descent method. Its analytical expression is obtained 
outside the "limiting spectrum". It is then used to evaluate 2-particle correlations at the same 
level of generality. The dependence of both observables on the ratio between the infrared 
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distribution. 
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12.1 INTRODUCTION 



Exactly solving the MLLA evolution equations for the quark and gluon inclusive spectra and 
for 2-particle correlations inside one jet provided, at small x, in [QQ|, analytical expressions for 
these observables, which were unfortunately limited, for technical reasons to the "limiting 
spectrum" A = \n(Q / Aqcd = 0. The goal of this second work is to go beyond this limit in 
an approximate scheme which proves very economical and powerful : the steepest descent 
(SD) method. It offers sizable technical progress in the calculation of both observables. 
First, we perform a SD evaluation of the (quark and) gluon single inclusive distributions. 
Their full dependence on A is given, including the normalization. The well known shift to 
smaller values of x of the maximum of the distribution, as compared with DLA calculations 
is checked, as well as its Gaussian shape around the maximum. Comparison with the results 
obtained numerically in is done. 

As shown in [1J, knowing the logarithmic derivatives of the inclusive spectra immediately 
gives access to 2-particle correlations. This is accordingly our next step. Since, in particular, 
the former prove to be infra-red stable in the limit A — > 0, the result can be safely compared 
with the exact one obtained in flTJ. The agreement turns out to be excellent, and increases 
with the energy scale of the process. 

Last, we evaluate 2-particle correlations inside one high energy jet and study their behavior 
at Q 7^ A.qcd- That one recovers the results of Fong & Webber close to the peak of 
the single inclusive distribution and when A — > is an important test of the validity and 
efficiency of the SD method. The quantitative predictions do not substantially differ from 
the ones of 03 for the "limiting spectrum", which stays the best candidate to reproduce 
experimental results. 

A conclusion summarizes the achievements, limitations and expectations of [1J and of the 
present work. It is completed with two technical appendices. 

12.2 STEEPEST DESCENT EVALUATION OF THE SINGLE 
INCLUSIVE DISTRIBUTION 

We consider the production of one hadron inside a quark or a gluon jet in a hard process. It 
carries the fraction x of the total energy E of the jet. O is the half opening angle of the jet 
while is the angle corresponding to the first splitting with energy fraction a; C 2 C 1. 

12.2.1 Variables and kinematics 

The variables and kinematics of the process under consideration are the same as in section 
3.1 of ID. 

12.2.2 Evolution equations for particle spectra at MLLA 

We define like in [1J the logarithmic parton densities 

Q(£)=xD Q (x), G(£) = xD G (x) 

for quark and gluon jets in terms of which the system of evolution equations for particle 
spectra at small x (see eqs. (42) and (43) of [1]) read 
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Q{£, y) = 5{£) + dt f dy'rtil' + y') (l - ^5(£' - £) ) 6', I'. ,/). ( J 2.2. J ) 

Ct/ */ 



G(£,y) = S(i)+ I d£' dy'^(£' + y')(l-a5(£' -£))G(£',y'), 



where 



4iV„ 



— iVf. H — jjfip 1 

3 3 \ N, 



nr=3 



0.935. 



(12.2.2) 



(12.2.3) 



The terms oc | in (| 12.2. II) and oc a in (112.2.21) account for hard corrections to soft gluon 
multiplication, sub-leading g^qq splittings, strict angular ordering and energy conservation. 

12.2.3 Evolution equations ; steepest descent evaluation 

The exact solution of (112.2.21) is demonstrated in [1] to be given by the Mellin's integral 
representation 



G(£,y) = (£+y+X) 



(£+y+X) 



duj dp 

(27TZ) 2 ' 

duj dv 



t u;£+uy 



ds (u) {y + s) 



o v + s \(u + s) V 



l/P{u:-v) 



V 



V + s 



a/P 



-As 



ds f u 



a/P 



Ms) 



{2m) Jo v+ s \v+ s 

where we have exponentiated the kernel (symmetrical in (u, v)) 

1 



(12.2.4) 



(12.2.5) 



/3(u> — v) \y{y> + s), 

(112.2.41) will be estimated by the SD method. The value s of the saddle point, satisfying 
0, reads (see [171 ) 



da(s) 
ds 



(12.2.6) 



One makes a Taylor expansion of a(s) nearby s : 



a{s) = a(s ) + \a"(s )(s-s ) 2 + O ((s - s ) 2 ) , a"(s ) = -^ ] J± + ( w - vf < 0, 

(12.2.7) 

such that 



ds (uj(v + s)\ ' y '( v \ " _ As a>i„ jn 



v + s \{UJ + s) v 



v + s 



3 ct(so) 



a/P 



2 (V + S ) V / \°"( S 0) \ V + SO; 

(12.2.8) 

The condition A ^> l=^ct s /7r <C 1 El guarantees, in particular, the convergence of the perturba- 
tive approach. Substituting (112.2.81) in (112.2.41) yields 



3 in dl2.2.7t , A appears to the power 3/2 > 1, which guarantees the fast convergence of the SD as A 
increases. 
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du dv 



G(£,y) « 2J-(£ + y+ A) . . , , 



a//3 



(12.2.9) 



where the argument of the exponential is 



(o>, z/, £, y) = ujt + z/y + 



ln" (l/ + 8o) -A ao . 



(12.2.10) 



f3(uj - v) (uo + s ) i/ 

Once again, we perform the SD method to evaluate (112.2.91) . The saddle point (lu , v ) satis- 
fies the equations 



duj 



-A (y + 8o ? =0, 



/3 (u; - z/) + s o) ^ (3lo(lv- v) (lu - v) 



y 



l 



In 



w (i> + s ) 



1 



dv (3 (lu - z/) 2 (a? + s ) ^ (3v(u -v) ' ' (a; - i/) 

Adding and subtracting (112.2.1 lal ) and (| 1 2.2. 1 lbl) gives respectively 

1 



(12.2.11a) 
(12.2.11b) 



LOqVq 



(3(e + y + xy 



(12.2.12a) 



y - 



l l 

+ 



(3 (u - Vq) \uq Vq) (3 (u Q - Vof (vo + S ) Vq 
(ujq, v ) also satisfies (from (112.2.61) ) 



(u + S ) (Vq + S ) = — . 



lo Oo + s ) uj + u + 2s 
In ; A - 



UJq - Vq 

(12.2.12b) 



(12.2.13) 



One can substitute the expressions (|12.2.11al) and (112.2.1 lbl) of I and y into (112.2.101) . which 
yields 



Lp = <f)(uj , v , £, y) 



In 



^0 Oo + s ) 



(3 (uJq - Vq) (uJq + S ) Vq ' 

Introducing the variables (//, v) to parametrize (u> , v ) through 

1 , > , 1 



^0 (fo) 



^'"), (o>q + S ) {Vq + S ) 



one rewrites (112.2.141) and (|12.2.12bl) respectively in the form 



(12.2.14) 



(12.2.15) 



y 



2 

7? 



(y / £ + y + 



sinh /x — sinh v 
(sinh2/i — 2/i) — (sinh2u — 2v) 



y + £ 2 (sinh 2 /j - sinh 2 t>) 

moreover, since cj — v = (lu — s ) — (^o — s ), (//, v) also satisfy 

sinh u sinh /i 

Vx ~ V£ + y + A' 
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(12.2.16) 
(12.2.17a) 



(12.2.17b) 



Performing a Taylor expansion of (f)(uj, u, £, y) around (cu , z/ ), which needs evaluating 

and (see appendix |12.5.1| ), treating (Y + A) as a large parameter and making use of 
(112.2.151) provides the SD result 



&f, y) « „, A) exp [A ( - VX) smh »_l Bhv + v - ^ - „) 



(12.2.18) 



where 



(!) 



A 



jV(//,v,A) = -(^+y+A)-= _ — j — _ 

2 v /7rcoshi;L)etA(/i, t>) \£ + y + A 

with (see details in appendix 1 12.5 .11) 



a/2/3 



DetA(fi, v) = P(£+y+Xf 



(fi — v) cosh cosh u + cosh /i sinh f — sinh fi cosh 



sinh /zcosh-u 



(12.2.19) 



Shape of the spectrum given in eq. (112.2.181) 

We normalize (112.2.181) by the MLLA mean multiplicity inside one jet [H 



n{Y) 



a»i 1 (Y + A 



1 a 1 

"2/3 + 4 



exp 



The normalized expression for the single inclusive distribution as a function of t = ln(l/x) 
is accordingly obtained by setting y = Y — £ in (|12.2.18l) 



G(£,Y) / / 9 1 /2(y + A)3/2 

-exp 



n(r J y 7r cosh-uL>er/L(yU, v) l^fj \ J \ sinh ji — smh u / p 



One can explicitly verify that (112.2.201) preserves the position of the maximum l8Hl9l lfT0l at 

Ca, = \ + ~ (WTX - VX) > ^, (12.2.21) 
as well as the gaussian shape of the distribution around (112.2.211 ) (see appendix 1 12.5 .21 ) 



g(£,y) ( 3 v /2 / 2 3 (^-c^r 



~ \ti^{{y + x)^- a 3 / 2 ]; exp \^ ^ (F + A) 3 / 2 - A 3 / 2 2 

(12.2.22) 

In Fig ll2.ll we compare for Y = 10 and A = 2.5 the MLLA curve with DLA (by setting 
a = in (112.2.201) ). The general features of the MLLA curve (112.2.201) at A ^ are in good 
agreement with those of [0. 

The shape of the single inclusive spectrum given by (|12.2.20l) can easily be proved to be 
"infrared stable" (it has indeed a final limit when A — > 0). 



(12.2.20) 
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1 23456789 10 
Mn(1/x) 

Fig. 12.1 - SD normalized spectrum : DLA (blue), MLLA (green) ; Y = 10.0, A = 2.5. 



12.2.4 Logarithmic derivatives 

Their calculation is important since they appear in the expressions of 2-particle correlations. 
Exponentiating the (£, y) dependence of the factor J\f in (112.2.18k we decompose the whole 
expression in two pieces 

^ = <f + 5ip, (12.2.23) 
where (p, given in (112.2.161) . is the DLA term for the shape of the distribution [7], and 

= -~ (1 + - ) H* + y + A ) - ^ + ( l + % ) v + 1 HQ(v, v)\ (12.2.24) 



2 V P) P \ P) 2 

is the sub-leading contribution (in the sense that its derivative gives the MLLA correction), 
where 



P(£ + y + A) 3 sinh 3 /i 

Q(ji,v) = 



coshvDet A(fj,, v) (//— v) cosh // cosh-u + cosh // sinhw — sinh fi cosh-u 

By the definition of the saddle point, the derivatives of (112.2.161) over £ and y respectively 
read : 

(p e = UQ = 7^, Lp y = v Q = 7 e _/1 . (12.2.25) 

We introduce (see appendix ll2.5.3l) 

CL 1 d 

C(ji, t>) = -- + L(ji, v), Lip., v) = - — \n[Q(ji, v)], 

JC(ji,v) = 1 + ^ + K(ji,v), K(n,v) = -— HQM] (12-2.26) 

and make use of 



— = tanh v (^coth //— - ~/3 7o j, — = tanh v (^coth //— - ~/3 7o 



240 



that follows from d!2.2.17bl) . to write Sip e , Sip y in terms of §f , |^ 



— ^ ^1 + ^ + tanhf /C(/x, /S^ + ^C(fi,v) + tanh-u coth/i /C(/i, u)J (12.2.27a) 
— — ^1 + — + tanht; /C(/i, u)J /^7q + ^£(/i, f) + tanh t> coth/i /C(/i, u)J (12.2.27b) 



Using (I12.2.17al) and (I12.2.17bl) we obtain 



where 



(12.2.28) 



Q(j*,v) 



cosh /j sinh /i cosh v — (fi — v) cosh t) — sinh u 



(/i — i>) cosh /i cosh v + cosh /i sinh v — sinh /i cosh v ' 
which we have displayed in Fig J 12.21 (useful for correlations). 



(12.2.29) 



Y+^=7.5 



10 



Y=5.5, 1=2.0 



2 3 
l=ln(1/x) 



Fig. 12.2 - Behavior of Q(n, v) as a function of I = ln(l/x) 



Inserting (|12.2.27bl) and () 1 2.2.28b into (I12.2.27al) gives the SD logarithmic derivatives of the 
single inclusive distribution 



i[)i([i,v) =7oe M + -a7o e^Q(fi, v)— tanh v — tanh v coth/i ( l + e M Q(/x. 

i 

2' 



v 



l+\,i^v[l+K<ji,v))+C(ji,v)[l+e*Q<ji,v)) +C(7 ), (12.2.30a) 



ip y (fji,v) =7oe ^ — -070 2 + e ^(/i, i^+tanhu — tanhi; coth/i ( 1+e ll Q(fj,,v] 



1 

2' 



-^7o 2 



l+tanhi;^l + is:(/i,t;)J -C(/x,t;)^l + e- M Q(/i,i;)JJ + C%£) (12.2.30b) 
where we have introduced (L and if have been written in (|12.5.7I) and (112.5.81) ) 

C(n,v) = L(fx,v) + tanh v coth/i (l + i>) J. (12.2.31) 
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C does not diverge when ji ~ v — > 0. One has indeed 



2-3^-^ 



lim d) + tanh-u coih /j,K(/j,, v)] = lim x 



■// = 



as well as 



lim tanh-u coth/x ( 1 + e ±M Q(/i, u) ) = lim 

u,v— >0 V J /^,^ — i- 1 



3 « 
i- 1 



»,v-+0 1 _ HI 



/ A 


/ ^+ 


A 


A 





3/2 ' 



In (I12.2.30al) and (|12.2.30bl) it is easy to keep trace of leading and sub-leading contributions. 
The first O(jo) term is DLA [7] while the second (oc a — > "hard corrections") and third 
(oc P — > "running coupling effects") terms are MLLA corrections (C?(7o)X of relative order 
O(7o) with respect to the leading one. In FigfT23]we plot (I12.2.30al) (left) and (112.2.30bl) 
(right) for two different values of A ; one observes that ip e (ip y ) decreases (increases) when A 
increases. 



at Y = 7.5 



Vy (l) at Y = 7.5 





Fig. 12.3 - SD logarithmic derivatives ^£ and ip y of the inclusive spectrum at Y = 7.5, for 
A = 1.5 and A = 3.5. 



For further use in correlations, the logarithmic derivatives have the important property that 
they do not depend on the normalization but only on the shape of the single inclusive distri- 
bution. 

"Limiting spectrum" : A — ► (Q = A QC d) 

Since the logarithmic derivatives are "infrared stable" (see above), we can take the limit 
A — > in (|12.2.30al)(|12.2.30bl) 0, and compare their shapes with the ones obtained in ; 
this is done in Figs. and MM at LEP-I energy (E@ = 91.2 GeV, Y = 5.2) and at the 
unrealistic value Y — 15. 

The agreement between the SD and the exact logarithmic derivatives is seen to be quite good. 
The small deviations (< 20%) that can be observed at large i (the domain we deal with) arise 
from NMLLA corrections that one does not control in the exact solution. The agreement gets 
better and better as the energy increases. 

4 For this purpose, dl2.2.17ab has been numerically inverted. 
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I=ln(1/x) l=ln(1/x) 



Fig. 12.4 - SD logarithmic derivatives ip£ (left) and ip y (right) compared with the ones of [QQ| 
at Y = 5.2. 




2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14 



l=ln(1/x) l=ln(1/x) 

Fig. 12.5 - SD logarithmic derivatives ipe (left) and i/j y (right) compared with the ones of Q]| 
atY = 15. 



It is checked in appendix (112.5.41) that (112.2.181) satisfies the evolution equation (112.2.21) ; 
the SD logarithmic derivatives (|12.2.30al ) and (|12.2.30b|) can therefore be used in the ap- 
proximate calculation of 2-particle correlations at A ^ 0. This is what is done in the next 
section. 



12.3 2-PARTICLE CORRELATIONS INSIDE ONE JET 

ATA^0(Q ^Aq CjD ) 

We study the correlation between 2-particles inside one jet of half opening angle 6 within 
the MLLA accuracy. They have fixed energies %\ = u>i/E, x 2 = lo^/E (oj\ > cu 2 ) and are 
emitted at arbitrary angles Oi, 02- The constrain 6i > ©2 follows from the angular ordering 
in the cascading process. One has 6 > 6i (see Fig. 1 of HI). 



12.3.1 Variables and kinematics 

The variables and kinematics of the cascading process are defined like in section 3.2 of H). 
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12.3.2 MLLA evolution equations for correlations 



The system of integral evolution equations for the quark and gluon jets two-particle correla- 
tion reads (see eqs. (65) and (66) of 0]|) 



N r 



cJO JO 



Q^(£ 1 ,y 2 , v )-Q 1 (£ 1 ,y 1 )Q 2 (£ 2 ,y 2 )=^ d£ dy 7 2 (£ + y) l--8(£-£ 1 ) G^(£, y, rj), (12.3.1) 



G®{l u y 2 , v ) - G 1 (£ 1 ,y 1 )G 2 (£ 2 , y 2 )= d£ / dy 7o 2 (£ + y) 1 - a5(£ - £ x ) G (2 \£, y, V ) 

Jo Jo 1 J 



!)2 



+ (a-b) dy^(£ 1 + y)G(£ 1 ,y + T,)G(e 1 + T,,y). (12.3.2) 
Jo 



a is defined in (112.2.31 ) while 

1 



rif =3 



0.915. 



(12.3.3) 



12.3.3 MLLA solution at A / 

The quark and gluon jet correlators C q and C g have been exactly determined for any A in [HI 
by respectively setting = C q Q x Q 2 and G (2) = C g G x G 2 into (112.3. ID and (112.3.21) . In the 
present work we limit ourselves to the exact MLLA solution which consists in neglecting all 
0(7q) corrections in equations (64) and (84) of d). 



Gluon jet 



At MLLA, the logarithmic derivatives of ip (| 1 2.2.23b can be truncated to the saddle point 
derivatives (pi, ip y of (|12.2.16l) . The MLLA solution of (| 1 2.3.21) then reads (see (77) in fl]|) 



C g -1 



MLLA 1 — b ((fil/ + <P2,i) — 



1 + A + A' + 5i 



where we introduce 



A = 7 2 (fl,m,y + <Pl,y<p2 r 



}_dx l_dx 

1 + A/ 1 ' Xl X dt Xy X dy 



X = In 1 + 



$l = 7o 2 X*(<Pi,v + V2,v) + Xv(^i^ + ¥V) 
(112.3.51) is obtained by using (112.2.251) : 



(12.3.4) 

(12.3.5) 
(12.3.6) 

(12.3.7) 
(12.3.8) 



A(/ii, // 2 ) = 2 cosh(/ii - /i 2 ) = 0(1), 



(12.3.9) 
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which is the DLA contribution 0, while (112.3.61) (see appendix 112.61) is obtained by using 
(112.2.25b . (I12.2.27al) and (I12.2.27bl) 

AW) - """^ + '""^ + + e "" i ' /,L '' - O(7o); (12.3.10) 

7o 

it is a next-to-leading (MLLA) correction. To get (112.3.71) . we first use (112.3.91 ). which gives 
tanh^p {dm dfi 2 \ tanh^p {dm dm 



Xe 1 + 2cosh(//i-/x 2 ) V 9£ " d£ J ' Xj/ 1 + 2cosh(//i-^ 2 ) V dy dy 

(12.3.11) 

and then (112.2.281) to get 

2 tanh^ e^Qj - e^Q 2 2 tanh e^Qi - e^gg 

i + 2 cosh(/x 1 -/x 2 ) 2 ' Xy ^ 7o l+2cosh(// 1 -/i 2 ) 2 

which are £>(7q). They should be plugged into (112.3.81) together with (112.2.251) . which gives 

2sinh 2 ( >11 ~ >12 ) /~ ~ \ 

6l = ^ 7o 3 I lsinh 2 fea) +Q(A*3,m)) = O(7o); (12-3.12) 

it is also a MLLA term. For Q ^> Qo > Kqcd we finally get, 

C s («i,«2,y,A) « i + T - ^ £7 \ , a / / r (12.3.13) 

1 + 2cosh(/xi - /x 2 ) + A'(/ii,/x 2 ) + di 

where the expression for A' (112.6.11) is written in appendix 1 12.61 It is important to notice that 
Si ~ near £ x ~ £ 2 (m ~ ^2) while it is positive and increases as 77 gets larger (see (112.2.291) 
and Fig ll2.2l) ; it makes the correlation function narrower in \£i — £ 2 \. 



Quark jet 

The MLLA solution of (112.3.11) reads (see (93) in JT)) 



C a — 1 MLLA N c 



C g -l 



1 + (&-a)(0 M + 2/ ) 



1 + A 

2 + A 



(12.3.14) 



Inserting (I12.3.5I) - (I12.3.8I) into (112.3.141) we get 



C q (h, £ 2 , Y, A) M £ A ( C g (£ u £ 2 , Y, A)-l 



l+(&-a) 7o (e w +e w 



1 + 2cosh(/Hi - m) 

2 + 2 cosh(yUi — m) . 



which finally reduces (for Q 3> Qo > ^qcd) to 



CJ£ 1 ,e 2 ,Y,X) 



MLLA N r 



1 + 



c f 



C g (£ 1 ,£ 2 ,Y,X)-l)+^(b-a) l0 - 



gMl _|_ e M2 

+ cosh(/ix - /x 2 ) 

(12.3.15) 
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12.3.4 Sensitivity of the quark and gluon jets correlators to the value of 
A 

Increasing A translates into taking the limits /3, Aq C d — >0(Y = £ + y<^\, Q^>Q ^> 
Aqcd) m the definition of the anomalous dimension via the running coupling constant (70 = 
7o(ot s ), see (44) in HI). It allows to neglect £, y with respect to A as follows 

* + »> = wt^^ = ^ <123 ' 16) 

such that 70 can be taken as a constant. Estimating (112.2.41) in the region A > 1 <^> s C 1 
needs evaluating the kernel 

1 / LU (u + s) \ 1 v 7 V \ 1 s<l If UJ — V \ 1 ' ( s\ a /l 3 



v + s \(u) + s) v ) \u + sj U\ UJV J \ V 



- 1 + s 1-- 



1 

V 



1/1 \s 11/1 \ 2 s 2 11/1 A 3 s 3 



(12.3.17) 

Integrating (112.3.171) over s, using (112.3.161) and J °° s n e~ Xs — j^, we get 



G(w, v) w- 



1/1 \ 1 1/1 \ 2 / 1 A 2 1/1 A 3 / 1 x '"' 



1 



v - H (l/u - a) ' 
which, after inverting the Mellin's representation (132) of [1], gives 

G(*,j/) ~ exp(27oV^-«7ol/)- (12.3.18) 
Taking the same limit in (|12.2.17al) and (I12.2.17bl) gives respectively 

y — £ e+y<\ . 1 . y e+y^x ly — £ _ _ . „ 

— — « tanh/x =^ // = -In-, // - u » -— — =>• \i ~ u. (12.3.19) 
y + « 2 £ 2 A 

Furthermore, we use (112.3.191) to show how (112.2.231) reduces to the exponent in (112.3.181 ) H 

, 2 fl — V <?+J/«A r— 



vT3 sinh /x — sinh v 



u \ a/>3 la f £ + y\ a lal + y a 



vq + sqJ 2f3 V Ay /3 y 2/? A (3 

« -a 7o V (12.3.20) 
Thus, since n = \ In f (112.3.191) . (I12.2.30al) and (112.2.30bl) simplify to 

^ « lot" = 1* J j, i> v « 7oe^-a7o=7oW--«7o 2 - (12.3.21) 



5 we set /3 = in dl2.2.30ab , dl2.2.30bl ) and only consider terms cx a 
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Therefore, taking the limit j3, Aqcd — * (A — > oo) leads to the simplified model described 
in section 4.2 of P. Setting, for the sake of simplicity, i x « £ 2 in (112.3.131) (112.3.141) . where 
b\ vanishes, we obtain, in the high energy limit 



C g (£,y)~l +: 



where 



l-2[b--a)1> t (£,y) 



CJ£,y)~l+ 



Nc 



1 1 /5 



3 2 V3 



N, 



N C N C 



'N C N* 



a+b ^ e (£,y) 



I I / Tr TrCf T R Cl\ "f=3 

b-~a=— 11 -84? + 284^^-24^^ 



0.6, 



(12.3.22) 



5 , 2 
-a + o = - 
3 9 



II g I fi — — ^ 

+ iV. N C N C N C W 



rif=3 



2.5. 



(12.3.23) 



Thus, when A increases by decreasing Aqcd, oc7o decreases and the correlators (112.3.221) 
increase. For LHC, a typical value is Y = 7.5 and we compare in Fig. 112.61 at fixed Q , 
the limiting case A w (Q ~ A QC d ~ 253 MeV) with A w 1.0 (Aqcd = 100 MeV) 
and A ~ 2.3 (Aqcd = 25 MeV). As predicted by (112.3.221) . the correlation increases when 
Aqcd -> at fixed Q - 



It is also sensitive to the value of Qq. As seen in (112.3.221) . since y = In ^ — £, if one 
increases Qo (since Aq C d is fixed, 7 does not change), thereby reducing the available phase 
space, the correlators increase. This dependence of the correlators at fixed Aq C d is displayed 
in FigllOfbr 0.3 GeV < Q < 1.0 GeV at t x = £ 2 = 3.0 (soft parton). 





Fig. 12.6 - Varying A at fixed Q ; Aqcd dependence of C g (left) and C q (right) 



In the simplified model which leads to (112.3.221) . C g and C q respectively go to the asymptotic 
values 4/3 and 1 + N c /3Cf- This is however not the case in the general situation [3 ^ 0, as 
can be easily checked by using (I12.2.30al) and (I12.2.30bl) ; for example, near the maximum 
of the distribution (/i ~ v — > 0), a contribution oc \ 3 ^ 2 /[{Y + A) 3 / 2 — A 3 / 2 ] occurs in the term 
proportional to (3 in (112.3.221) that yields negative values of ipi when A increases. 

12.3.5 Extension of the Fong and Webber expansion ; its limit A = 

In the Fong-Webber regime, the energies of the two registered particles stay very close to the 
peak of the inclusive hump-backed distribution that is, |^ — £ max \ C a oc [(Y + A) 3 / 2 — 
A 3 / 2 ] 1 / 2 (see (112.2.221) ). 
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Fig. 12.7 - Varying A at fixed A QCD = 253 MeV ; Q -dependence of C g (left) and C q (right) 

at £i = £ 2 = 3.0 



Near the maximum of the single inclusive distribution t\ ~ £ 2 — Y/2 (fi,v — > 0, see 
appendix 112.5.21) 



lim C 

fi,v—*0 



A 



Y + A 



A 



1/2 r v 3 ^ v n 2 1 

, hm Ki = 5 lim U = — I — , 

' n,v->o 2^-vf 7 m,«-o v 3 3V^ + A 



3/2 



where C, K { and Q are defined in (112.2.311) . (112.5.81) and (112.2.291) . Keeping only the terms 
linear in fj, and the term quadratic in the difference (fii — fi 2 ), one has 



A + A' ~ 2 + (>! - /i 2 ) 2 - a 7o (2 + /i! + /i 2 ) - /3 7o 



2 + 3 



A 3/2 



(y + A) 3 / 2 - a 3 / 2 

(12.3.24) 



and 



W 2 ~y/2 1 



2 + 



A 



y + a 



3/2" 



(12.3.25) 



5i can be neglected, since 7o(/Ui — /i 2 ) 2 <C (/ii — /U 2 ) 2 <C 1- Then, in the same limit, (112.3.131) . 
(112.3.151) become 



c s °(4^ 2 ,y,A)^ y/2 i+ 



1 - 670(2 + /ii + /i 2 ) 



3 + (fjLi - /i 2 ) 2 - 070 (2 + /ii + /i 2 ) - /?7o 



2 + 3 



A 3/2 



(y + A) 3 / 2 - a 3 / 2 

(12.3.26) 



c ? °(4,£ 2 ,y,A) ~ i + 

Using (112.5.41 ) one has 

y + a 



(*{£!, £ 2 , y A) - lj + -(& - a) 7 o (2 + ^1 + /x 2 ) 



(^1-/^2) ^ 9- 



.2(4-4) , A*i+A*2 ^ 3- 



(y + A) 1 / 2 



[(y + A)3/2 - A 3/2p ■* ' , i " " (Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 
such that the expansion of (112.3.261 ). (112.3.271 ) in 70 oc ^/oT s reads 



(12.3.27) 



[y-(4+4)] 
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C° g (£ 1} £ 2 ,Y,\)^-- 



(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



+ 77 r 



A 3 / 2 



3 \3 (Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



/?7o 




(y + a) 1/2 y 

(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 

(y + a) 1/2 (£ 1 + e 2 ) 

(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



7o 



70 + O(7o 2 ), 
(12.3.28) 



cj(/ 1 ,^,r,A)~i+ 



3C ^ (7p 

A 3/2 



(Y + A) 1 / 2 (£ 1 -£ 2 )Y 1/2 (Y + A) 1/2 Y 



if- — 

+ 3 V3 + (Y + A) 3 / 2 



A3/2 



(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 y 4\ 3 (Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 
(Y + A) 1/2 (£! + £ 2 ' 



-a+6 7o 



1 / 5 
/?7o + i ( ~ 3 a 




(Y + A) 3 / 2 - A 3 / 2 



7o 



+ ^(7o 2 )- 

(12.3.29) 



Therefore, near the hump of the single inclusive distribution, (I12.3.13I) . (I12.3.15I) behave as a 
linear functions of the sum {t\ + £ 2 ) and as a quadratic functions of the difference [£\ — £ 2 ). 
At the limit A = 0, one recovers the Fong -Webber expression 0. 



12.3.6 Comparison with the exact solution of the evolution equations : 

A = 

In Figs J12.8l we compare the SD evaluation of the gluon correlator with the exact solution 
of IB at A = 0. The difference comes from sub-leading corrections of order 7q that are not 
present in (112.3.131) . For example, — /?7q ~ —0.2 at Y = 5.2 occurring in the exact solution 
(69) of Q is not negligible but is absent in (112.3.131) and (112.3.151) . That is why, the SD 
MLLA curve lies slightly above the one of [1] at small i\ + £ 2 . The mismatch becomes 
smaller at Y = 7.5, since — /?7q ~ —0.13. However, when £ x + £ 2 increases, the solution 
of [HI takes over, which can be explained by comparing the behavior of the SD MLLA Si 
obtained in (112.3.121) and 6 C , 5 C in [lj. Namely, while 5\ remains positive and negligible for 
£\ ~ £2, S c , 5 C decrease and get negative when £i+£ 2 — > 2Y, see Fig J12.9l (left), which makes 
the correlations slightly bigger in this region. As \£i — £ 2 \ increases, 5\ is seen in Fig |12.9l 
(right) to play the same role as 8 C , 5 C do in the solution HI and therefore, to decrease the 
correlation. The agreement between both methods improves as the energy scale increases. A 
similar behavior holds for the quark correlator. 

In (U, strong cancellations between the MLLA 5\ and the NMLLA #2 were seen to take 
place, giving very small 5 C and 5 C ; this eased the convergence of the iterative method but rai- 
sed questions concerning the relative size of MLLA and NMLLA corrections and the validity 
of the perturbative expansion. However, since 5\ is itself, there, entangled with some NMLLA 
corrections, no definitive conclusions could be drawn. The present work and Fig. 112.91 by 
showing that, below, 5 C and 5 C of [1] play the same role as the pure MLLA 5\ which is now 
calculated, suggests (though it is not a demonstration) that the perturbative series is safe. 
It is indeed compatible with the following scheme : in [1], the pure MLLA part of 8\ is the 
same as that in the present work ; the cancellations in flTJ occur between NMLLA corrections 
included in 8\ and 5 2 ; these are eventually of the same order of magnitude as MLLA terms, 
but they are only parts of all NMLLA corrections ; this leaves the possibility that the sum 
of all NMLLA corrections to 8\ and all NMLLA terms of 5 2 are separately smaller than the 
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Y=5.2, 1=0 



Y=7.5, X=0 




5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 6 7 8 9 10 11 12 13 




0.8 1 1 1 1 1 ' ' 1 1 0.8 1 1 1 1 1 1 1 ' 

5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 6 7 8 9 10 11 12 13 



h + ! 2 h + ! 2 

Fig. 12.8 - Comparison between correlators given by SD and in [[U, at A = 0. 



pure MLLA terms of Si, that is that strong cancellations occur between NMLLA corrections, 
the ones included, because of the logic of the calculation, in fl], and those which were not 
be taken into account. 

12.3.7 Comparison with Fong- Webber and LEP-I data ; how A = is 
favored 

Let us consider, at the Z° peak Y = 5.2 (EO = 91.2 GeV at LEP-I energy), the process 
e + e~ — > qq. As can be induced from Fig J12.8[ the results obtained in the present work by the 
(approximate) SD method are very close to the ones obtained in subsection 6.5 of 0] by the 
exact solution of the evolution equations. Accordingly, the same comparison as in [1] holds 
with respect to both Fong & Webber's results [3] and OPAL data [0. 

It is also noticeable that, since, at A = 0, correlations already lye above (present) experimen- 
tal curves, and since an increase of A tends to increase the predictions, the limiting spectrum 
stays the best candidate to bring agreement with experiments. 

12.4 CONCLUSION 

Let us, in a few words, summarize the achievements, but also the limitations of the two me- 
thods that have been used respectively in [1J (exact solution of MLLA evolution equations) 
and in the present work (steepest descent approximate evaluation of their solutions). 
Achievements are threefold : 

- in [HI, MLLA evolution equations for 2-particle correlations have been deduced at small x 
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< I, - 1 2 < 0.1, Y=7.5, ^=0 



0.9 < I, - 1 2 < 1.1, Y=7.5, X=0 




and at any A ; their (iterative) solution can unfortunately only be expressed analytically at the 
limit A — > ; 

- by the steepest descent method, which is an approximate method, analytical expressions for 
the spectrum could instead be obtained for A ^ 0, which enabled to calculate the correlation 
at the same level of generality ; 

- one could move away from the peak of the inclusive distribution. 

So doing, the limitations of the work of Fong & Webber have vanished. Their results have 
been recovered at the appropriate limits. 

The two methods numerically agree remarkably well, despite an unavoidable entanglement 
of MLLA + some NMLLA corrections in the first one. 
The limitations are the following : 

- the uncontrollable increase of a s when one goes to smaller and smaller transverse mo- 
menta : improvements in this directions mainly concern the inclusion of non-perturbative 
contributions ; 

- departure from the limiting spectrum : it cannot of course appear as a limitation, but we 
have seen that increasing the value of A, by increasing the correlations, does not bring better 
agreement with present data ; it confirms thus, at present, that the limiting spectrum is the 
best possibility ; 

- the LPHD hypothesis : it works surprisingly well for inclusive distributions ; only forthco- 
ming data will assert whether its validity decreases when one studies less inclusive processes 
(like correlations) ; 

- last, the limitation to small x : it is still quite drastic ; departing from this limit most proba- 
bly lye in the art of numerical calculations, which makes part of forthcoming projects. 
Expectations rest on experimental data, which are being collected at the Tevatron, and which 
will be at LHC. The higher the energy, the safer perturbative QCD is, and the better the 
agreement should be with our predictions. The remaining disagreement (but much smaller 
than Fong -Webber's) between predictions and LEP- 1 results for 2-particle correlations stands 
as an open question concerning the validity of the LPHD hypothesis for these observables 
which are not "so" inclusive as the distributions studied in Q. The eventual necessity to 
include NMLLA corrections can only be decided when new data appear. 
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APPENDIX 



12.5 DOUBLE DERIVATIVES AND DETERMINANT 



12.5.1 Demonstration of eq. (112.2.191) 

We conveniently rewrite (112.2.1 lal) and (112.2.1 lbl) in the form 

v + 2s 1 



dd> 2uj — v „ v 
" + 



X- 



duj to — v uj — v uj — v uj — v (3uj(uj — v) ' 
d<p uj — 2f uj uj I 2so 1 

it = y + + A in v 

Of uj — v uj — f uj — f uj — f pv{yj — f) 
The Taylor expansion of (112.2.101) in (112.2.91 ) reads 



(12.5.1) 
(12.5.2) 



(u,v,£,y)tt(p(ujo,fo,£,y) + 2 ) t2 



1 d 2 <J) . w . 2 1 d 2 <p , w v 
(oj ,f )(u - uj ) + - — r (u ,f )(f - u y 



2 df 2 



d 2 



dudv 



(u , v ) (uj - U )(f - v ). 



(12.5.3) 



The expressions of the second derivatives follow directly from (112.5.11) and (| 1 2.5.21) 



2 



duj 2 
d 2 d> 



(uj - v)- 



■(^+Z/+A) + 



2uj — v 



+ 



(uj-v) 2 (3uj 2 (uj-u) 2 f3(uj-f) 2 (2s + uj + f) 



dv 2 (uj — u) 2 
d 2 d> 



uj . s d> uj — 2f 

+ 2/ + A) + —^77 + ~ ~ \7T + 



(uj-u) 2 (3f 2 (uj-u) 2 (3(uj-f) 2 (2s a + uj + f) 



UJ 



+ 



l 



dudf (uj-u) 2 " ° ' (uj-v) 2 I3uj(uj-f) 2 f3(uj-f) 2 (2s + uj + f) 
(112.2.91) and its solution can be written in the form 

2tt 



G 



- ' ' d 2 ve-^ vTAv 



VDetA 



where 



v = (uj, f), v 1 



UJ 



DetA = Det 



d 2 4> 


d 2 4> 


dui 2 


duidv 


d 2 4> 


d 2 4> 


dvdu) 


dv 2 



d 2 (f) d 2 <p 
duj 2 dv 2 



\ dujdf J 



An explicit calculation gives 

DetA = (£ + y + A) 2 



I3(uj + u)<f>- 4 



A(uj + v) 



(uj-v) 2 (uj - p) 2 (2sq + uj + f)_ 



which, by using (112.2.151) leads to (I12.2.19D . 
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12.5.2 DetA (see eq. (112.2.191) ) around the maximum 

This is an addendum to subsection 1 12.2.31 

imax written in (112.2.211) is close to the DLA value Y/2 tUMM- We then have \i ~ v -> 
for £ ps y ~ y/2. In this limit, (112.2. 17al) and (|12.2.17bl) respectively translate into 

*«-o 2 (y + A) 3/2 - A 3/2 m,^o 

y - 2£ K 3 {Y + xr " " VFTa"' <12 ' 5 ' 4) 



while 



9£ (y + a) 3 / 2 - a 3 / 2 

should be used to get (112.2.221) . An explicit calculation gives 



% ^ ' T -.5 (12.5.5) 



; ^/ 2 (y + A) 3 / 2 _/ 3 y /2 

^-oV nDetA(fi,v) V^v^[(^ + A) 3 / 2 -A 3 / 2 ] 

where 



DetA » /5(y+A) 



,(**-«) (1 + i/i 2 ) (l + ^ 2 ) + (l + i/i 2 ) ( V +y)-( / ,+i/i 3 ) (1 + It; 2 ) 



1 - 



A 



y + a 



3/2' 



(12.5.6) 



12.5.3 The functions L(n,v),K(fi,v) ineq. (112.2.261) 

An explicit calculation gives 

3 cosh jj, 1 (/i — v) cosh u sinh fi + sinh u sinh \x 



L(fi, v 
and 



2 sinh /j 2 (/i — v) cosh /x cosh f + cosh /x sinh f — sinh /x cosh u ' 

(/x — -u) cosh /x — sinh /i 



1 



^' 2 (/x — -u) cosh /i cosh v + cosh /i sinh v — sinh /x cosh t; 

12.5.4 A consistency check 



(12.5.7) 



(12.5.8) 



Let us verify that the evolution equation (112.2.21 ) is satisfied by (112.2.201 ) within the MLLA 
accuracy. Differentiating (112.2.21) with respect to £, y yields the equivalent differential equa- 
tion 

G ly = 1 l{G-aG,) + 0{ 1 tG) 
that can be rewritten in the form 

My + Vty = 7o (1 - + C(7q) ; (12-5.9) 

we have neglected next-to-MLLA corrections O(7o) (of relative order 7 2 ) coming from dif- 
ferentiating the coupling 7 2 in the sub-leading ("hard correction") term oc a. 
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We have to make sure that (112.5.91) holds including the terms 0{^q). In the sub-leading terms 
we can set ip — > ip (see (112.2.251) ) : 

((ft + 8^(){ip y + 6lf)y) + (Ply = Jq(1 ~ Wf t ) . (12.5.10) 

Isolating correction terms and casting them all on the l.h.s. of the equation we get 



a llfl + Wltyy + fyHi] + fly = ll ~ flfy 



(12.5.11) 



By the definition (|12.2.25l) of the saddle point we conclude that the r.h.s. of (112.5.111) is zero 
such that we have 



dy 







that is, 



dy 



(12.5.12) 



(12.5.13) 



First, we select the terms oc a : 



ail 



1-11 1 

— Q — — tanhz; e M + - tanhi; coth \x + - tanh-u coth fi Q 



+ -Q tardive M tanh v coth u e M tanh t; coth u Q 

2 2 2 2 

= a^Q [— tanh v cosh \i + tanh v coth \i sinh /j] = 0. 
From (|12.2.15l) one deduces 



-d~y- = 2^ Q > 
that is inserted in (112.5.131) such that, for terms oc (3, we have 



-e" + -tannvfl+ifV - -Ce" - -CQ + -e - " + - tanh v ( 1+K 
22 V J 2 2 2 2 1 ' 



2 2 v 



-/^7o 3 



cosh /i + tanh u cosh /x ( 1+K ) — C sinh /j — -Q 



which gives 



cosh /i — sinh fiL — —Q 



Constructing (see (112.2.291 ) and appendix 1 12.5 .31) 



Q(fi, v) — 2 cosh /i = — 3 cosh /i + sinh \i 



(/i — u) cosh v sinh /i + sinh v sinh /i 
(/i — v) cosh /i cosh t> + cosh /i sinh t> — sinh /j cosh u 



—2 sinh fiL(fi, v) 



we have 



-/?7o 3 



cosh /i — sinh fiL — —Q 



= 0. 
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12.6 ANALYTICAL EXPRESSION OF A' (fx u fx 2 ) OBTAI- 



NED FROM EQ. til2.3.10fr 



Replacing (I12.2.30al)(ll2.2.30bl) in (112.3.101) and neglecting terms of relative order 0(^) 
which are beyond the MLLA accuracy, we obtain 



A 



-070 



7o 

e m + e M2 — smh(/ix — H2){Qi — Q2) + cosh Hi tanh v 2 + cosh /x 2 tanh v\ 



— sinh fii tanh v 2 coth /i 2 — sinh /i 2 tanh V\ coth /ii 

+ sinh(yUi — /i 2 ) ^ tanh v\ coth /iiQi — tanh v 2 coth /x 2 Q2 



cosh/ii - sinh/iiC 2 ) + ( cosh/i 2 - sinh/i 2 Ci ) + sinh(yUi - /i 2 )(CiQi - C 2 Q 2 



+ cosh Hi tanh ?; 2 ( 1 + K 2 J + cosh /i 2 tanh ( 1 + Ki 



(12.6.1) 
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